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Teil I
Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1 Motive aus der Differentialrechnung in R"

1.1 Differenzierbare und glatte Abbildungen

Die Differentialrechnung in dem euklidischen Raum R"™ beschéftigt sich mit Eigenschaften
differenzierbarer Funktionen.

Definition 1.1. Eine Abbildung F' : R” — R™ heifit differenzierbar an p € R", wenn es
eine lineare Abbildung d,F : R" — R™, das so genannte Differential, existiert, sodass

h
VheR", F(p+h)=F(p)+dyF-h+o(ph), wobei lim |O<ff;| )’
—

Beziiglich der Standardbasen von R™ und R™ hat d,F’ die Darstellung als eine Matrix
mit n-Spalten und m Zeilen (also als Element von Matg(n,m)), deren Eintriage durch die
partiellen Ableitungen

=0. (1.1

;  OFY
(dPF )z - ot »
gegeben sind, wobei F' = (F',... F™) die Koordinaten von F sind. Falls F' an allen
p € R" die Bedingung erfiillt, sagen wir dass F' differenzierbar auf R™ ist. Wir kénnen
in diesem Fall das Differential dF" : R™ — R™*" als Abbildung betrachten. A

Definition 1.2. Es sei F': R® — R™. Wir sagen, dass F' glatt ist, wenn F' unendlich oft
differenzierbar ist. Das heifit: F' ist differenzierbar, sodass dF' wohldefiniert ist; dF' ist diffe-
renzierbar, sodass d(dF") differenzierbar ist; und so weiter. Wir schreiben F' € C*°(R" R™),

wenn F glatt ist und wir benutzen die kiirzere Notation C*°(R") := C*°(R™, R). A
Beispiel 1.3. Die Identitédtsabbildung idg-» : R™ — R™ und alle die Koordinatenfunktionen
2 :R* =R, j=1,...,n sind glatt. A

Bemerkung 1.4. Eine Abbildung F' ist glatt genau dann, wenn alle ihren Koordinaten-
funktionen F’ = 27 o F' glatt sind. Das heift:

FEeC®R"R™)  += VYj=1,....,m, FiecC®R"). A

Hilfsatz 1.5. Fine Abbildung F' : R™ — R™ ist glatt genau dann, wenn die partiellen
Ableitungen aller Ordnungen k € N

OFJ
axil [P 8x1k p7
existieren an allen Punkten p € R™ und stetige Funktionen des Punktes p € R™ sind.

Insbesondere ist F glatt genau dann, wenn die partiellen Ableitungen aller Ordnungen
existieren. ]

je{l,...,m}, iy,...,ix €{1,...,n}



In den néchsten zwei Bemerkungen beschreiben wir die algebraische Struktur auf der
Menge der glatten Funktionen und die wichtige Kettenregel fiir glatte Abbildungen.

Bemerkung 1.6. Die Menge C*°(R") besitzt die Struktur einer R-Algebra. Das heif3t:
f,9 € C®°(R™) und A € R impliziert A\f, f + g, f - g € C*°(R™) (Summe und Produkte von
glatten Funktionen sind glatt). Eine glatte Funktion f besitzt eine multiplikative Inverse
1/f € C*(R") genau dann, wenn f(z) # 0 fir alle x € R" (die multiplikative Inverse einer
glatten Funktion ohne Nullstellen ist glatt). A

Bemerkung 1.7. Eine entscheidende Eigenschaft von glatten Abbildungen ist, dass sie
abgeschlossen unter Verkettung sind. Das folgt aus der klassischen Kettenregel, die besagt:
wenn F : R" — R™ differenzierbar an p € R™ ist und G : R™ — R! differenzierbar an F(p)
ist, dann ist G o F': R® — R! differenzierbar in p und es gilt

dp(GOF) :dF(p)G-dpF, (1.2)

wobei das Produkt auf der rechten Seite als Verkettung von linearer Abbildungen oder
Produkt von Matrizen zu verstehen ist. JAN

Bemerkung 1.8. Wir kénnen auch Abbildungen der Klasse C* fiir k¥ € N als die Abbil-
dungen definieren, fiir die die Ableitungen von F' bis zu Ordnung k existieren und stetig
sind. Wir werden aber immer mit glatten Abbildungen arbeiten, weil die den grofien Vorteil
haben, dass sie abgeschlossen unter Ableitung sind. Das heif3t:

F glatt — dF glatt,

wihrend F € C* = dF € C*~'. Wir werden eine wichtige Folgerung dieser Eigenschaft
sehen, wenn wir den Tangentialraum einer glatten Mannigfaltigkeit definieren werden. A

Bemerkung 1.9. Nach der Gleichung sehen wir, dass die Differenzierbarkeit einer
Funktion ein lokaler Begriff ist. Das heifit, dass wir annehmen kénnen, dass (1.1)) nur fiir
h in einem beliebigen kleinen Ball um p gilt. Daher kénnen wir differenzierbare und dann
glatte Funktionen auf offenen Teilmengen von R™ definieren. A

Erinnerung 1.10. Eine Teilmenge U des R™ ist offen, wenn es um jeden Punkt p € U
einen offenen Ball B,(p) C U gibt. A

Definition 1.11. Wir sagen, dass eine Abbildung F' : U — V glatt um p ist, wenn eine
offene Teilmenge U’ C U mit p € U’ existiert, sodass F|y. : U' — V glatt ist. A

Wir kénnen glatte Abbildungen auf offenen Teilmengen U benutzen, um sowohl geo-
metrische Objekte wie Kurven v : (a,b) — R3 und Wellen ¢ : U x R — R als auch
physikalische Gréfien wie Krifte F' : U x R* — R3 und magnetische Felder B : U — R3
darzustellen. Das erlaubt uns die grundlegenden Gesetze der Physik zu formulieren, wie
zum Beispiel

10%)



1.2 Koordinatenwechsel

Auflerdem spielen glatte Abbildungen noch eine wichtige Rolle als Koordinatenwechsel. Es
seien dann Uy, Us zwei offene Teilmengen des R™ und wir bezeichnen mit 2!, ..., 2" die
Koordinaten auf U; und mit y!,...,y" die Koordinaten auf Us.

Wir nehmen eine Abbildung F' : U; — U, (zuerst ohne anzunehmen, dass F' differen-
zierbar ist), die wir als Koordinatenwechsel betrachten mochten. Also sollte die Abbildung
die Punkte in U; mit den Punkten in U, eindeutig identifizieren, das heifit F' sollte bijektiv
sein. Des Weiteren sollte F' auch eine Bijektion zwischen den glatten Funktionen auf U,
und den glatten Funktionen auf Us,. Die natiirliche Weise zu einer Funktion f : Uy — R eine
Funktion F*(f): Uy — R (nicht unbedingt glatt) zuzuordnen ist mittel des Diagramms

U1 —F>U2

e
N
f
fOF\N

R

dargestellt. Also setzen wir F*(f) := f o F.. Die Abbildung f — F*(f) gibt eine Bijektion
zwischen der Menge der Funktionen auf U, und U; denn die Inverse ist durch (F~1)*(f) =
g o F~! gegeben, wobei F~!: Uy — U, die Inverse von F ist.

Wann schriankt sich die Abbildung f — F*(f) auf eine wohldefinierte Bijektion zwi-
schen den C*(U;) und C*(U;) ein? Da die Koordinaten y/ auf U, glatt sind, muss
F*(y?) = y/ o F auch glatt sein. Aus Bemerkung folgt es, dass in diesem Fall F' glatt ist.
Wiederholen wir dieses Argument auf F'~! bekommen wir, dass auch F'~! glatt sein muss.
Nach der Kettenregel ist die Bedingung, dass F' und F~! glatt sind, auch ausreichend,
um zu haben, dass F* eine Bijektion zwischen C*°(Us) und C*°(U;). Wir fithren daher die
folgende Klasse ein.

Definition 1.12. Es sei F': Uy — U, eine Bijektion zwischen offenen Teilmengen des R".
Die Abbildung F heifit (glatter) Diffeomorphismus, falls beide F' und F~! glatt sind. A

Satz 1.13. Die Abbildung F* : C*(Uy) — C*°(Usy) ist eine Bijektion genau dann, wenn F
ein glatter Diffeomorphismus ist. ]

Beispiel 1.14. Eine affine Abbildung
F:R"— R", F(p)=A-p+ po,

wobei A eine invertierbare Matrix und py ein Vektor ist, ist ein Diffeomorphismus. Die
Polarkoordinaten

F:Ry x (0,27) = R*\ ([0, 400) x {0}), F(r,0) = (rcosf,rsinf),
sind auch ein Diffeomorphismus. JAN

Beispiel 1.15. Die Abbildung f : R — R, die durch f(x) = x® gegeben ist, ist glatt
und bijektiv aber kein Diffeomorphismus, weil ihre Inverse f~'(z) = z'/3 stetig aber nicht
differenzierbar (an « = 0) ist. A



Bemerkung 1.16. In unserer Diskussion iiber Koordinatenwechsel haben wir stets ange-
nommen, dass U; und U, offene Teilmengen des euklidischen Raums derselben Dimension
n sind. Allerdings ist diese Bedingung automatisch erfiillt, wie eine Anwendung der Ket-
tenregel zeigt (warum?). A

Unser erstes Ziel wird sein, nun die geometrischen Objekte, physikalischen Gréflen, Dif-
ferentialoperatoren (Beschleunigung, Divergenz, Laplace-Operator) und Koordinatenwech-
sel, die oben erschienen sind, auf allgemeineren Rdumen M zu definieren. Nach Bemerkung
[1.9]sollten diese Raume lokal wie R™ aussehen. Der Begriff von Lokalitét ist mathematisch
durch die Definition von Topologie gegeben.

2 Topologische Riaume

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Vorkenntnissen der Topologie, die von Be-
deutung fiir die Differentialgeometrie sind. Wir geben hier keine Beweise, da die in der
Literatur leicht zu finden sind.

2.1 Definition von Topologie

Definition 2.1. Es sei M eine Menge. Eine Topologie auf M ist ein System 7T von Teil-
mengen von M mit der Eigenschaften:

1. die leere Menge @ und die ganze Menge M gehoren zu T;

2. wenn {U,};c; eine Familie von Elementen der Topologie iiber eine beliebige Index-
menge [ ist, gehort dann die Vereinigung solcher Mengen auch zu der Topologie,

d.h.
Viel, U;eT = |JUieT;
el
3. die Schnittmenge einer endlichen Familie Uy, ..., Uy von Elementen der Topologie ist

auch Element der Topologie, d.h.

k
Vi=1....k UeT = [|UeT.
=1

Die Elemente in T heiflen offene Mengen (beziiglich der Topologie 7). Eine Teilmenge C
von M heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement C¢ = M \ C' offen ist.

Wenn S C M eine beliebige Teilmenge von M ist, schreiben wir S fiir die grofite offene
Menge, die in S enthalten ist, und S fiir die kleinste abgeschlossene Menge, die S enthiilt.
Wir nennen S das Innere von S und S den Abschluss von S.

Es seien p € M und S C M. Wir sagen, dass S eine Umgebung von p ist, wenn p € S.

Das Paar (M,7T) (oder einfach die Menge M, wenn 7 klar vom Kontext ist) heifit
topologischer Raum. A



Beispiel 2.2. Es sei M eine Menge. Das System 7 = P(M), wobei T alle die Teilmen-
gen von M enthilt, heifit diskrete Topologie. Das System 7 = {&, M} heifit indiskrete
Topologie. A

Definition 2.3. Wir sagen, dass eine Eigenschaft lokal auf M gilt, wenn es fiir jedes
p € M und jede Umgebung U von p eine Umgebung U’ von p mit U’ C U existiert, die
diese Eigenschaft hat. Wir sagen, dass eine Eigenschaft schwach lokal auf M gilt, wenn es
fiir jedes p € M eine Umgebung U von p gibt, die diese Eigenschaft hat. A

Als Beispiel von einer lokalen Eigenschaft konnen wir die folgende geben.

Definition 2.4. Fine Familie {S;};c; von Teilmengen eines topologischen Raums M heift
(schwach) lokal endlich, wenn es fiir alle p € M eine Umgebung U von p gibt, sodass
S; NU # @ nur fiir endlich viele Indizes i € 1. JAN

Bemerkung 2.5. Der Abschluss S von S kann intuitiv verstanden werden als die Menge
der Punkte in M, die nah an S liegen. Da S abgeschlossen genau dann ist, wenn S = S
gilt, sind in diesem Sinne abgeschlossene Mengen, diejenigen Teilmengen von M, die alle
ihre nahen Punkte enthalten.

Andererseits kann das Innere S einer Menge S verstanden werden, als die Menge der
Punkte in M, die von S vollstindig umgegeben sind. Das heifit, dass kein Punkt des
Komplements von S nah an S ist. Da S offen ist genau dann, wenn S =9 gilt, sind in
diesem Sinne offene Mengen diejenigen Teilmengen von M, die alle ihre Punkte vollsténdig
umgeben. A

Aufgabe 2.6. Es sei M ein topologischer Raum und S C M eine Teilmenge. Zeigen Sie:
fiir alle U C M offen gilt

SNU#@ <+— SNU+# 2. A

Wir schlieflen diesen ersten Abschnitt mit einem Satz {iber Abschliisse und lokal endliche
Familien, die Anwendung in der Konstruktion von Zerlegungen der Eins auf Mannigfaltig-
keiten findet.

Hilfsatz 2.7. Es sei {S;}icr eine lokal endliche Familie von Teilmengen eines topologischen

Raums M. Dann gilt
iel iel
Beweis. Ohne die lokale Endlichkeit zu benutzen, sehen wir, dass fiir alle i’ € I gilt
iel iel
Diese Inklusion stimmt fiir alle ' € I und deshalb

SEZs @

i'el el



Um die andere Inklusion zu zeigen, beweisen wir nun, dass

(US,-)C C (U S,-)c.
il il
Es sei dann p € U;c;S;. Das heift, dass p € (S;), fiir alle i € I. Da {S;}ses lokal endlich ist,
gibt es U offen mit p € U und eine Teilmenge I, C I, sodass I, endlich ist und UNS; = &
fir alle ¢ ¢ I,,. Dann ist die Menge

offen (warum?) und

v'n (Us:) = 2. Also pél s 0

i€l i€l

2.2 Erzeugte Topologie und Basen

Definition 2.8. Es sei (M, T) ein topologischer Raum und S C M eine beliebige Teil-
menge. Wir kénnen auch S mit einer Topologie Tg versehen: Tg =: {SNU | U € T}. Wir
nennen 7g die Teilraumtopologie. A

Da eine beliebige Vereinigung von offenen Mengen noch offen ist, besteht normalerweise
eine Topologie aus sehr vielen offenen Mengen. Es ist daher wichtig kleinere Familien von
offenen Mengen zu identifizieren, die die ganze Topologie eindeutig bestimmen.

Definition 2.9. Es sei S eine Teilmenge der Potenzmenge von M. Wir kénnen eine To-
pologie Ts erzeugen, indem wir sagen, dass U offen ist, genau dann, wenn fiir alle p € U
eine endliche Familie Sy, ..., S, von Elementen in & mit

k
pGﬂSiCU

i=1

existiert (Warum ist 7s eine Topologie?). Wir benutzen hier die Konvention, dass die
Schnittmenge einer leeren Familie von Teilmengen in M gleich M ist. Wir sagen dann,
dass S eine Subbasis von T ist. A

Definition 2.10. Es sei T eine Topologie und S eine Teilmenge von 7. Wir sagen, dass
S eine Subbasis ist, wenn S die Topologie T erzeugt, d,h. Ts = T. Wir sagen, dass S eine
Basis fiir T ist, wenn fiir alle U € T und alle p € U ein Element B € S existiert mit
p € B C U. Eine Basis ist also eine Subbasis, wobei die endliche Familie von Definition
nur aus einem Element besteht. A

Beispiel 2.11. Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Das heifit, dass d : M x M — [0, +00)
eine Abstandsfunktion ist. Sie erfiillt ndmlich die folgende drei Eigenschaften fiir alle
p,q, 7 € M:



Trennung: d(p,q) = 0 genau dann, wenn p = ¢;
Symmetrie: d(p,q) = d(q,p);
3-Ecksungleichung: d(p,r) < d(p,q) + d(q,r).

Zum Beispiel, wenn | - | eine Norm auf einem Vektorraum V ist (wie die euklidische Norm
auf R"), liefert d|.|(p, q) := |¢ — p| eine Abstandsfunktion.
Wir definieren die offenen Bille mit Mittelpunkt p € M und Radius a € R, als

Ba(p) :=={q € M | d(p.q) <a}.
Dann ist die Familie aller offenen Bille eine Basis fiir die erzeugte Topologie. JAN

Aufgabe 2.12. Zeigen Sie, dass U € (M, d) offen ist, genau dann, wenn fiir alle p € U ein
a > 0 existiert, sodass

Ba(p) C U.

Somit stimmt die Definition von offenen Teilmengen von R” in Erinnerung mit der
obigen Definition beziiglich der durch die euklidische Norm definierten Abstandsfunktion
iberein. Man kann auch zeigen, dass jede Norm auf R" die selbe Topologie induziert (das
stimmt nicht mehr fiir unendlich dimensionale Vektorrdume). A

Wir werden sehen in Aufgabe [2.21] dass es in interessanten Fillen zu viel ist, zu ver-
langen, dass eine Topologie von einer endlichen Teilmenge der Potenzmenge erzeugt wird.
Uns werden dann interessieren die Topologien, die von einer abzéhlbaren Teilmenge der
Potenzmenge erzeugt werden. Die sind genau die Topologien, die eine abzidhlbare Basis
zulassen (warum?).

Definition 2.13. Eine Teilmenge S eines topologischen Raums M heifit dicht, wenn alle
offenen Mengen in M mindestens ein Element von S enthalten. A

Beispiel 2.14. Die Menge aller Punkten in R™ mit rationalen Koordinaten ist eine abzéahl-
bare dichte Menge von R". A

Hilfsatz 2.15. Es sei (M,d) ein metrischer Raum und S eine dichte abzihlbare Menge
fiir die erzeugte Topologie in M. Es sei weiter U C M offen. Dann ist die Menge S NU
dicht in U. Auflerdem ist

B := {Ba(s) ‘ seSNU, aeQ, 3d' >a, By(s) C U}
eine abzihlbare Basis der Topologie (mit B,(s) meinen wir den offenen Ball in M und
nicht den offenen Ball B,(s)NU in U.

Beweis. Essei V' C U offen in U. Da U offen ist, ist V' auch offen in M. Daher muss V' ein
Element von S enthalten. Daraus folgt, dass S N U dicht in U ist.

Es sei nun V eine offene Menge in U und p € V ein Punkt. Da V offen in M ist,
gibt es nach Aufgabe b > 0 mit By(p) C V. Es existiert dann s € S N By3(p) und
a€Qn(b/3,b/2). Dann p € B,(s) und Bayy3(s) C By(p), da

d(s,q) <2b/3 = d(p,q) <d(p,s)+d(s,q) <b/3+2b/3=0. O
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Hilfsatz 2.16. Es sei M ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis. Es sei S = {S;}ier
eine lokal endliche Familie. Dann gibt es eine abzihlbare Teilmenge I' C I, sodass S; = &
wenn 1 ¢ I'.

Beweis. Es sei B eine abzihlbare Basis fiir M. Dann ist auch
B’ :={B € B | existiert endliche Iy C I, sodass BN S; = & fiir i ¢ I}

eine abzéhlbare Basis (warum?). Die gewiinschte Menge ist dann die abzéhlbare Vereini-
gung von endlichen Indexmengen I’ := Ugcp Ip. O

2.3 Hausdorffsche Riume

Wie im euklidischen Raum kénnen wir auch auf einem topologischen Raum M konvergente
Folgen definieren. Wir sagen, dass eine Folge (px) C M gegen p € M konvergiert, wenn fiir
alle Umgebungen U von p eine natiirliche Zahl ky existiert, sodass p;, € U fiir alle & > k.
Wenn M allgemein ist, kann es aber passieren, dass der Limes einer Folge nicht eindeutig
ist (zum Beispiel, wenn M = {1,2} und 7 = {@, M }). Die Eindeutigkeit ist auf folgenden
Réaumen gewéhrleistet.

Definition 2.17. Ein topologischer Raum M heifit hausdorffsch, falls es fiir jedes Paar
distinkter Punkte p; und ps in M offene Mengen U; und U, gibt, fiir die

pr €Uy, ppely, UNU=a. A

Bemerkung 2.18. Wenn wir Folgen mit allgemeineren Filtern ersetzen, ist dann die Ei-
genschaft in der Definition dquivalent zur Eindeutigkeit des Limes. A

Beispiel 2.19. Metrische Raume sind hausdorffsch. Aus der 3-Ecksungleichung folgt, dass
Bap.g)/2(p) und By g)/2(q) disjunkt sind. A

Beispiel 2.20. Es sei M = R U {0}, wobei 0" ein Element ist, das in R nicht liegt, zum
Beispiel eine Banane. Wir definieren nun eine Topologie auf M. Wir nehmen die zwei
Abbildungen 1,1, : R — M, die durch

0" falls x =0,
VzeR, Uy (z) =z, Vo) = {

x ansonsten.

definiert sind. Wir sagen, dass U C M offen ist, falls ¢y *(U) und ;' (U) offen in R
sind. Dann ist M kein hausdorffscher Raum, da 0 und 0" keine disjunkte Umgebungen
besitzen. JAN

Aufgabe 2.21. Zeigen Sie, dass ein unendlicher hausdorffscher Raum M kann von einer
endlichen Familie § in der Potenzmenge von M nicht erzeugt werden. A
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2.4 Kompaktheit

Wir fangen an, Uberdeckungen einzufiihren.

Definition 2.22. Eine Uberdeckung einer Menge M ist eine Familie 4 = {S;}ic; von
Teilmengen von M, deren Vereinigung die ganze Menge M ist:

M:U&

el

Eine Uberdeckung heiBt endlich, wenn die Indexmenge I endliche Kardinalitit besitzt.
Falls M ein topologischer Raum ist, heifit eine Uberdeckung offen, wenn alle ihre Elemente
offene Teilmenge von M sind.

Wenn U; und Uy zwei Uberdeckungen von M sind, heifit U; Teiliiberdeckung von Us,
falls alle Elemente von U; auch Elemente von Us sind. AN

Bemerkung 2.23. Wenn F : M — N eine Abbildung und ¢ eine Uberdeckung von N
sind, ist dann F~1(U) := {F~Y(S) | S e U}. A

Definition 2.24. Wir sagen, dass ein topologischer Raum M kompakt ist, wenn jede offene
Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Eine Teilmenge S von M heiBt
kompakt, wenn sie beziiglich der Teilraumtopologie von Definition kompakt ist. Die
Teilmenge S heifit prikompakt in M, wenn der AbschluB S kompakt ist. A

Bemerkung 2.25. Nach dem Satz von Heine-Borel sind die kompakten Mengen des R”
genau diejenige Teilmengen, die abgeschlossen und beschrankt sind. Daher sind alle offenen
Teilmenge des R™ lokal kompakt. A

Die Beziehung zwischen abgeschlossenen und kompakten Mengen ist in den folgenden
zwei Sétzen gegeben.

Satz 2.26. Es sei M ein kompakter topologischer Raum. Dann sind alle abgeschlossenen
Teilmengen von M auch kompakt. ]

Satz 2.27. Es sei M ein hausdorffscher topologischer Raum. Dann sind alle kompakten
Teilmengen von M abgeschlossen. ]

Der obige Satz wird eine entscheidende Rolle bei dem Beweis der Existenz der Zerle-
gungen der Eins daher der Existenz einer Abstandfunktion auf glatten Mannigfaltigkeiten
spielen.

Beispiel 2.28. Wir betrachten das nicht hausdorffsche Beispiel nochmal. Die Menge
[—1,1] € M ist kompakt aber nicht abgeschlossen. A

Aufgabe 2.29. Es sei M ein hausdorffsch Raum. Zeigen Sie, dass M lokal kompakt genau
dann ist, wenn M schwach lokal kompakt ist. A
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2.5 Zusammenhang

Definition 2.30. Ein topologischer Raum M heifit zusammenhéngend, wenn fiir alle of-
fenen Mengen Uy, Us mit

M =U,UU,, @ =U; NUy,

entweder U; oder Us leer ist. Eine Teilmenge S von M heifit zusammenhéngend, wenn sie

beziiglich der Teilmengetopologie von Definition zusammenhéngend ist. AN
Satz 2.31. Die Intervalle in R sind zusammenhdngend. ]

2.6 Stetige Abbildungen

Definition 2.32. Es sei F': M — N eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Wir
sagen, dass F' stetig ist, falls

VvV, V offene Teilmenge von N = F (V) offene Teilmenge von M. (2.1)

Aquivalent ist F stetig, falls

VScM = F(S)cCF(S). (2.2)
JAN

Bemerkung 2.33. Die erste Formulierung der Stetigkeit verallgemeinert die iibliche De-
finition durch € und ¢ im euklidischen Raum (warum?).
Die zweite Formulierung der Stetigkeit verallgemeinert die andere iibliche Definition
lim z, =2 = lim F(x;) = F(x)
k—o0 k—oo
fiir stetige Abbildungen F': R" — R™ (warum?). Die zweite Formulierung lasst sich auch

sehr gut versprachlichen: die Punkte in M, die nah an S sind, werden abgebildet auf Punkte
in N, die nah an dem Bild von S sind. A

Wenn F : M — N eine Abbildung und S eine Teilmenge von M ist, haben wir selbst-
verstandlich F(S) C F(S). Also wenn F stetig ist, konnen wir (2.2)) auch als

F(S)c F(S) C F(9).

schreiben. Diese Bemerkung liefert den folgenden Hilfsatz, der eine Rolle in der Konstruk-
tion von glatten Funktionen auf Mannigfaltigkeiten spielen wird.

Hilfsatz 2.34. Es sei F': M — N eine stetige Abbildung und S eine Teilmenge von M.

Wenn F(S) abgeschlossen ist, gilt dann F(S) = F(S). O

Aufgabe 2.35. Wenn die Topologie auf N durch eine Teilmenge S der Potenzmenge
erzeugt ist, ist dann genug die Eigenschaft (2.1]) fiir die Elemente von S zu iiberpriifen. A
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Aufgabe 2.36. Die Verkettung von stetigen Abbildungen ist wieder stetig. A

Wir geben nun ein Kriterium, zu zeigen, dass eine stiickweise definierte Funktion, die
auf jedem Stiick stetig ist, auch global stetig ist.

Satz 2.37. Es seien M und N topologische Rdume.

1. Es sei {C;}ier eine endliche abgeschlossene Uberdeckung von M und F; : C; —
N stetige Abbildungen (auf C; haben wir die Teilraumtopologie), sodass F;
File,ne; fiir allei,j € 1.

Dann gibt es eine einzige Abbildung F : M — N mit F|c, = F;. Diese Abbildung ist
stetig.

C»L‘QCJ' =

2. Es sei {U,; }ier eine offene Uberdeckung von M und F; : U; — N stetige Abbildungen
(auf U; haben wir die Teilraumtopologie), sodass Fi|y,nu, = Fjlu,nu, fir alled,j € I.

Dann gibt es eine einzige Abbildung F : M — N mit F|y, = F;. Diese Abbildung ist
stetig. 0

Kompaktheit und Zusammenhang bleiben durch stetige Abbildungen erhalten.

Satz 2.38. Es set F' : M — N eine stetige Abbildung und S eine Teilmenge von M.
Wenn S kompakt ist, ist F(S) auch kompakt. Wenn S zusammenhdngend ist, ist F(S)
auch zusammenhdngend.

Wir konnen stetige Abbildungen und die Tatsache, dass [0, 1] zusammenhéngend ist,
benutzen, um die folgende Verfeinerung des Zusammenhangs zu geben.

Definition 2.39. Es sei M ein topologischer Raum. Wir definieren die folgende Aquiva-
lenzrelation auf M: p ~ ¢ falls es eine stetige Abbildung v : [0,1] — M mit v(0) = p
und (1) = ¢ gibt. Die Aquivalenzklassen heifien Wegzusammenhangskomponenten. Wir
sagen, dass M wegzusammenhéngend ist, falls sie nur eine Wegzusammenhangskomponen-
ten besitzt. Das heiflt, dass alle zwei Punkte in M mit einem stetigen Weg v verbunden
werden konnen. Eine Teilmenge von M heifit wegzusammenhéngend, wenn sie beziiglich
der Teilraumtopologie wegzusammenhéngend ist. A

Aufgabe 2.40. Zeigen Sie, dass der Kamm

K = {0} x [0,1] U ( L [0.1] x {1/n}> uo,1] x {0}

neNL

wegzusammenhéngend (und daher schwach lokal wegzusammenhéngend) ist, aber nicht
lokal wegzusammenhéngend ist. A

Satz 2.41. Fin wegzusammenhdngender Raum ist zusammenhdngend. Es sei F' : M — N
eine stetige Abbildung und S eine Teilmenge von M. Wenn S wegzusammenhdngend ist,
ist F'(S) wegzusammenhdngend. O
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Beispiel 2.42. Offene Bille B,(p) und der ganze euklidische Raum R" sind wegzusam-
menhéngend und daher zusammenhéngend. Insbesondere sind offene Teilmengen des R”
lokal wegzusammenhéngend. A

Aufgabe 2.43. Sind die folgenden Raume (weg)zusammenhingend oder nicht?
1 R\ A{0};
2. B2\ {0};
3. R?\ S, wobei S C R? eine abziihlbare Menge ist.
4. 8% = {(z,y) € R? | 22 4+ 42 = 1};
5. ST\A{(3/5,4/5)};
6. {(z,y) € R? | f(x) = y*}, wobei f: R — R, stetig. A

Aufgabe 2.44. Es sei M der nicht hausdorffsche Raum in Beispiel [2.20] Wir nehmen einen
beliebigen Punkt p ¢ [—1,1]. Ist es wahr, dass alle stetige Wege in M von 0 nach p die
Menge {—1,1} schneiden miissen (also gibt es fiir alle vy : [0,1] — M mit v(0) = 0 und
v(1) =pein t € [0,1] mit y(t) € {—1,—1})7 A

2.7 Homdéomorphismen

Definition 2.45. Es sei F': M — N eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Wir
sagen, dass

e [ ein HomGomorphismus ist, wenn F' bijektiv mit Inverse G : N — M ist und beide
F und G stetig sind;

e F ein Homomorphismus auf das Bild ist, wenn F injektiv mit Inverse G : F((M) — M
auf dem Bild ist, und beide F' und G stetig sind. JAN

Definition 2.46. Es sei F': M — N eine Abbildung zwischen topologischen Réumen. Die
Abbildung heifit abgeschlossen, wenn das Bild von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen
ist. Die Abbildung heifit offen, wenn das Bild von offenen Mengen offen ist. A

Aufgabe 2.47. Es sei M ein topologischer Raum mit Basis S. Zeigen Sie, dass eine
Abbildung F' : M — N offen ist, genau dann, wenn fiir alle S € S die Menge F'(S) offen
in NV ist. A

Hilfsatz 2.48. Es sei F': M — N stetig. Dann ist F' abgeschlossen genau dann, wenn

F(S) = F(S) fiir alle S € M gilt.
Beweis. Die Aussage folgt aus Hilfsatz [2.34] O
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Folgerung 2.49. Es sei (M,Ty) ein topologischer Raum, C C M abgeschlossen und
S C C eine Teilmenge. Es sei To die Teilraumtopologie auf C'. Der Abschluss von S in C
beziiglich To und der Abschluss von S in M beziiglich Ty stimmen tberein.

Beweis. Die Inklusionabbildung ¢ : (C,T¢) — (M, Tar) ist stetig und abgeschlossen. Die
Aussage folgt dann aus Hilfsatz O

Aufgabe 2.50. Zeigen Sie die Folgerung direkt aus der Definition vom Abschluss. A

Hilfsatz 2.51. Es sei ' : M — N eine stetige bijektive Abbildung. Dann ist F ein
Homdomorphismus genau dann, wenn F' offen ist, genau dann, wenn F abgeschlossen ist.
Es sei F' : M — N eine stetige injektive Abbildung. Falls F' offen oder abgeschlossen ist,
st dann F' ein Homdéomorphismus auf das Bild. ]

Bemerkung 2.52. Die Abbildung
F:[0,1) = {(z,y) e R* | 2* + ¢* = 1}, F(t) = (cos 2mt, sin 27t)
ist stetig, bijektiv aber kein Homéomorphismus, da F'([1/2,1)) nicht abgeschlossen ist. A

Es wird wichtig fiir uns sein, zu verstehen, wenn eine bijektive stetige Abbildung ein
Homomorphismus ist. Der néchste Satz besagt, dass das immer der Fall ist, wenn der
Definitionsbereich kompakt und der Zielbereich hausdorffsch sind.

Satz 2.53. Fine stetige Abbildung F' : M — N st abgeschlossen, wenn M kompakt und
N hausdorffsch ist. O

Beweis. Es sei C' C M abgeschlossen. Nach Satz ist C' kompakt. Nach Satz ist
F(C) kompakt. Nach Satz ist F'(C') abgeschlossen. O

Wenn der Definitionsbereich der Abbildung nicht kompakt ist, konnen wir ein kompli-
zierteres Kriterium formulieren mithilfe der folgenden Definition.

Definition 2.54. Eine stetige Abbildung F' : M — N heif}t eigentlich, wenn das Urbild
von kompakten Mengen kompakt ist. A

Bemerkung 2.55. Nach Satz [2.26] sind alle stetige Abbildungen F' : M — N mit M
kompakt eigentlich. A

Satz 2.56. Es sei F': M — N eine stetige Abbildung. Es sei angenommen, dass
e F' ewgentlich ist;
e N hausdorffsch ist;

o F'(N) ist lokal kompakt beziiglich der Teilraumtopologie. Das heifit: Es gibt fiir alle
p € F(N) eine Umgebung K von p in N mit K N F(N) kompakt.

Dann ist F' abgeschlossen.
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Beweis. Es sei C' C M abgeschlossen. Fiir alle H C N kompakt ist F~'(H)NC kompakt in
M denn F ist eigentlich. Dann F(F~'(H)NC) = F(C)NH (warum gilt diese Gleichung?)
ist kompakt nach Satz .

Es sei nun per Widerspruch angenommen, dass F'(C') nicht abgeschlossen ist, sodass
esp € F(C)\ F(C) gibt. Da F(N) lokal kompakt ist, finden wir eine Umgebung H von
p € N, sodass HN F(N) kompakt ist. Dann ist K := H N F(C) auch kompakt (warum?).
Nach dem ersten Teil dieses Beweises ist J := K N F(C) kompakt. Diese Menge ist auch
kompakt nach Satz [2.27 denn N hausdorffsch ist.

Wir behaupten, dass H \ J eine offene Menge von N mit p € H \ .J und f(C) N H\J
ist. Das wiirde uns einen Widerspruch geben, da p € F (C). Erstens ist H \ J offen, da H
und N\ J offen sind. Zweitens ist H\ J = H \ f(C), sodass y € J und f(C)NJ =@. O

Bemerkung 2.57. Die dritte Voraussetzung im letzten Satz ist erfiillt, wenn die ganze N
lokal kompakt ist. Die erste und die dritte Voraussetzung sind erfiillt, wenn M kompakt
ist. Also folgt Satz [2.53] aus Satz 2 A

Wir schliefen diesen Abschnitt mit einem tiefen Resultat von Brouwer, das uns sagt,
dass injektive stetige Abbildungen von einer offenen Menge in R™ auf R™ offen sind. Daher
sind diese Abbildungen Hom6omorphismen auf ihren Bilder.

Satz 2.58 (Invarianz der Dimension). Es sei U eine offene Teilmenge des R™ und F' :
U — R" eine injektive stetige Abbildung. Dann ist F' offen. ]

2.8 Aus alten Topologien Neuen schaffen

In diesem Abschnitt sehen wir vier Verfahren, um eine neue Topologie von alten Topologien
zu definieren.

2.8.1 Disjunkte Vereinigung
Es seien M und N topologische Rdume. Es seien x und + zwei distinkte Symbole (zum
Beispiel x := 0 € N und * := 1 € N) und bilden wir die (disjunkte) Vereinigung
MUN :={(px) [ p€ M}U{(¢g,¥) | g € N},
Dann haben wir Abbildungen ¢; : M — M U N und ¢t : N — M U N, die durch

u(p) = (p, %), 12(q) = (¢, %)

gegeben sind. Wir definieren eine Topologie Ty/un, indem wir sagen, dass U € Ty
offen ist, genau dann, wenn ¢;*(U) offen in M und ¢, (U) offen in N sind (warum ist
Tuun eine Topologie?). Also sind die offenen Mengen in M U N derart ¢y (Upr) U 2(Uy),
wobei Uy, offen in M und Uy offen in N sind. Die Topologie T/ ,n hat die folgende
universelle Eigenschaft: Es sind Abbildungen F; : M — X und F;, : N — X gegeben,
wobei X ein topologischer Raum ist. Dann sind F; und F; stetig genau dann, wenn die
Produktabbildung F; Ll F5 : M U N — X stetig ist (bitte priife Sie das), wobei

(Fy U Fy)(p,x) = Fi(p), (FL U F)(q,+) = Fa(q).
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Bemerkung 2.59. Es gilt: M LU N hat eine abzéhlbare Basis genau dann, wenn M und
N abzéhlbare Basen besitzen. Es gilt weiter: M U N ist hausdorffsch, genau dann, wenn
M und N hausdorffsch sind. A

Aufgabe 2.60. Zeigen Sie: wenn M, N kompakt sind, dann ist auch M U N kompakt.
Wenn M, N # @ ist M U N nicht zusammenhéangend. A

2.8.2 Kartesisches Produkt

Es seien M und N topologische Rdume und es sei M x N ihr kartesisches Produkt mit
Projektionen my : M x N — M und 7w : M x N — N. Wir definieren die Topologie Ty« n
auf M x N, als die Topologie, die durch das System

S ={Uy x Uy | Uy offen in M, Uy offen in N}

erzeugt wird. Dieses System ist eine Basis denn es gilt 57,5 € § = SN S, € S. Die
Topologie Ty« n hat die folgende universelle Eigenschaft: Es sind Abbildungen F; : X — M
und F, : X — N gegeben, wobei X ein topologischer Raum ist. Dann sind F} und F; stetig
genau dann, wenn die Produktabbildung (F1, Fy) : X — M x N stetig ist (bitte priifen Sie
das).

Bemerkung 2.61. Es gilt: M x N hat eine abzéhlbare Basis genau dann, wenn M und
N abzéhlbare Basen besitzen. Es gilt weiter: M x N ist hausdorffsch, genau dann, wenn
M und N hausdorffsch sind. A

Aufgabe 2.62. Beweisen Sie, dass die Projektionen 7y : M XN — M und mo : M XN — N
offene Abbildungen sind. A

Aufgabe 2.63. Wenn M, N kompakt sind, ist auch M x N kompakt. Wenn M, N zusam-
menhéngend sind, ist auch M x N zusammenhéngend. A

2.8.3 Initialtopologie

Es sei M eine Menge, N ein topologischer Raum und F' : M — N eine Abbildung. Wir
definieren die Initialtopologie Ty r auf M als Ty p := {F~'(U) |U offen in N'}. Diese
Topologie hat die folgende universelle Eigenschaft: Eine Abbildung G : X — M ist stetig
genau dann, wenn die Verkettung F o G : X — N stetig ist (bitte priifen Sie das).

Bemerkung 2.64. Die Teilraumtopologie fiir eine Teilmenge S eines topologischen Raums
M ist die Initialtopologie der Inklusion ¢ : S — M, wobei ¢(p) = p. Das heifit: V' C S
ist offen in der Teilraumtopologie genau dann, wenn es U C M offen gibt, sodass V =
uns. A

Bemerkung 2.65. Wenn N eine abzdhlbare Basis besitzt, dann besitzt auch die Initial-
topologie auf M eine abzdhlbare Basis. Wenn N hausdorffsch ist, ist die Initialtopologie
auf M hausdorffsch genau dann, wenn F' injektiv ist. A
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Es wird oft niitzlich sein, die Teilraumtopologie von offenen Teilmengen U von M
zu nehmen. In diesem Fall sind die Elemente der Teilraumtopologie, diejenigen offenen
Teilmenge von M, die in U enthalten sind. Das impliziert, dass S C M ist genau dann
offen, wenn fiir alle p € S eine offene Umgebung U, von p in M existiert, sodass U, NS
offen in S mit der Teilraumtopologie von U,,.

Eine &hnliche Aussage gilt fiir S abgeschlossen nicht. Im Allgemein darf S C M fiir
alle p € V eine offene Umgebung U, von p in M haben, sodass U, NS abgeschlossen in U,
mit der Teilraumtopologie von U, ist, ohne dass, S abgeschlossen in M ist. Das néichste
Resultat zeigt aber, dass S in einer offenen Menge von M abgeschlossen ist.

Satz 2.66. Es sei S eine Teilmenge eines topologischen Raums M, sodass fiir alle p € S
eine offene Umgebung U, von p in M ezistiert, sodass die Schnittmenge U,NS abgeschlossen
in U, mit der Teilraumtopologie von U, ist. Dann existiert eine offene Menge U C M,
sodass S C U und S abgeschlossen in U mit der Teilraumtopologie von U.

Beweis. Nach Voraussetzung ist U, \ S offen fiir alle p € M in der Teilraumtopologie von
U, und daher auch in der Topologie von M. Wir setzen U := U,esU,, sodass S C U und

U\S=JW\ 9).

peS

Die Mengen in der Vereinigung auf der rechten Seite sind offen in M und in U enthalten.
Daher ist die Vereinigung offen in U. Es folgt daraus, dass S abgeschossen in U ist. ]

2.8.4 Finaltopologie

Es sei M ein topologischer Raum, N eine Menge und F' : M — N eine Abbildung. Wir
definieren die Finaltopologie T auf N als TV := {U | F~'(U) offen in M}. Diese
Topologie hat die folgende universelle Eigenschaft: Eine Abbildung G : N — X ist stetig
genau dann, wenn die Verkettung G o F': M — X stetig ist (bitte priifen Sie das).

Bemerkung 2.67. Wenn man eine Aquivalenzrelation ~ auf einem topologischen Raum
M hat, ist die Quotiententopologie auf M/~ die Finaltopologie beziiglich der Quotien-
tenabbildung 7 : M — M/ ~, wobei 7(p) = [p)]. A

Bemerkung 2.68. Wenn M eine abzahlbare Basis besitzt, besitzt dann die Finaltopolo-
gie auf N nicht unbedingt eine abzéahlbare Basis. Wenn M hausdorffsch ist, ist dann die
Finaltopologie auf N nicht unbedingt hausdorffsch. A

Aufgabe 2.69. Es sei M ein topologischer Raum, F' : M — N eine Abbildung. Wir
versehen N mit der Finaltopologie. Es sei angenommen, dass F' surjektiv und offen ist.
Zeigen Sie, dass, wenn M eine abzihlbare Basis besitzt, dann auch die Finaltopologie auf
N eine abzéahlbare Basis besitzt. A

Aufgabe 2.70. Es sei F' : M — N eine surjektive Abbildung zwischen topologischen
Réaumen, die stetig und offen ist. Zeigen Sie, dass die Topologie auf N mit der Finaltopologie
von F' iibereinstimmt. A
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3 Topologische und glatte Mannigfaltigkeiten

Wir sind nun bereit Rdume, die lokal wie R™ aussehen, zu definieren.

Definition 3.1. Es sei M ein topologischer Raum. Eine (lokale) Karte der Dimension n
auf M ist ein Hom6omorphismus ¢ : U — V', wobei U eine offene Teilmenge von M ist und
V eine offene Teilmenge des R" ist. Die Inverse ¢ : V' — U heifit Parametrisierung. Wenn
p € U ist, sagen wir dass ¢ (bzw. ') eine Karte (bzw. eine Parametrisierung) um p ist.
Manchmal bezeichnen wir eine Karte mit dem Paar (U, ¢), wenn wir der Definitionsbereich
U von ¢ explizit machen wollen. A

Bemerkung 3.2. Wenn ¢ : U — V C R” eine Karte um p ist und F' : V — W ein
Homo6omorphismus mit einer weiteren offenen Teilmenge W des R™, dann ist Fop : U — W

auch eine Karte um p. Es folgt daraus, dass es immer eine Karte ¢ um p mit o(p) = 0
gibt. A

Definition 3.3. Eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n € N ist ein hausdorff-
scher Raum mit abzéhlbarer Basis, sodass es fiir jede p € M eine Karte der Dimension n
um p gibt. A

Bemerkung 3.4. Wir verlangen, dass eine topologische Mannigfaltigkeit M hausdorffsch
und mit abzéhlbarer Basis ist, weil wir eine Zerlegung der Eins auf M haben mdéchte. Die
Existenz solches Objektes hat viele Folgerungen. Zum Beispiel konnen wir immer M als
eingebettete Mannigfaltigkeit in einem R realisieren. Insbesondere ist M ein metrischer
Raum. A

Bemerkung 3.5. Nach dem Satz der Invarianz der Dimension, wenn M eine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension n ist, existiert keine Karte auf M der Dimension n’ mit n’ #
n (warum?). Insbesondere kann M nicht gleichzeitig eine topologische Mannigfaltigkeit der
Dimension n und n’ mit n # n’ sein. A

Wir méchten nun glatte Funktionen f : M — R definieren. Wenn (Uj, 1) eine Karte
um p € M ist, wire es sinnvoll zu sagen, dass f glatt um p ist, falls fo ;' : V — R glatt

um ¢1(p) nach Definition ist.
Allerdings haben wir mehrere lokale Karten um p (siehe Bemerkung und die Glatt-

heit von f um p sollte nicht von der Wahl der Karte abhéngen. Also wenn (Us, ¢3) eine
zweite Karte um p (also p € Uy N Uy) ist, mochten wir

Vf:M—R, [fl = fop!glatt um i (p) <=  fo:= fop," glatt um wg(p)}
haben. Wir betrachten die zwei offenen Mengen V' := 1 (U1NUs) und V3 := po(U;NU2) mit
¢1(p) € V{ C Vi und ps(p) € V3 C V. Dann ist die Abbildung ¢ := g0 (7' vy) : Vi — V5
ein Homdomorphismus und

filvi=fowr vy =fows oo vy = (fowy'lvy) o (w20 |vy) = falyy ot
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Da fi glatt um ¢;(p) genau dann ist, wenn fi|ys glatt um ¢;(p) ist und &hnlich fiir fo
sehen wir aus Abschnitt [L.2] dass ¢ und ¢! miissen glatt um ¢;(p) und po(p) sein.
Da p ein beliebiger Punkt in U; N Us ist, geben wir die folgende Definition.

Definition 3.6. Zwei Karten (Uy, ¢1) und (Us, o) auf einer topologischen Mannigfaltigkeit
heiflen vertraglich, wenn die Einschriankung

g O gpl_l : gOl(Ul N Ug) — QOQ(Ul N Ug)

ein glatter Diffeomorphismus ist. Wir nennen ¢, o @7 die Ubergangsabbildung zu der
Karten (U, 1) und (Us, o). A

Beispiel 3.7. Es sei (U, ¢) eine Karte auf M. Dann fiir jede offene Teilmenge U’ C U ist

(U', p|pr) eine Karte, die vertrdglich mit ¢ ist, da die Ubergangsabbildung die Identitét
auf U’ ist. A

Also um glatte Funktionen auf M zu definieren, miissen wir nun eine Familie von Karten
auswéhlen, die vertraglich mit einander sind und deren Definitionsbereiche M iiberdecken.

Definition 3.8. Ein (glatter) Atlas A auf einem topologischen Raum M ist eine Familie
von Karten {U;, ¢;}icr, die paarweise vertriaglich sind und deren Definitionsbereiche eine
offene Uberdeckung von M sind. Das heifit

o Vi,jel, (Ui, ;) und (Uj, ¢;) sind vertréglich, o M= UUi-

Zwei Atlanten A, A’ heifien dquivalente, wenn alle (U, ¢) € A und (U’, ¢') € A’ vertréglich
miteinander sind (priifen Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation ist). Eine Aquivalenzklasse
A von Atlanten heifit differenzierbare Struktur auf M. A

Bemerkung 3.9. Wenn der Raum M in der Definition hausdorftfsch und mit abzahl-
barer Basis ist, impliziert die Existenz eines glatten Atlas automatisch, dass M eine topo-
logische Mannigfaltigkeit ist. A

Bemerkung 3.10. Es sei A ein Atlas und (U’,¢’) eine Karte auf M. Dann ist A" :=
AU{(U’,¢")} auch ein Atlas genau dann, wenn (U’, ¢') mit allen Karten in A4 vertréglich
ist. In diesem Fall gilt A ~ A’. AN

Bemerkung 3.11. Es sei A eine Aquivalenzklasse von Atlanten. Wir definieren

Apax = U A.
AcA

Dann ist Apay der einzige maximale Atlas in A beziiglich der Inklusion. Wir benutzen
dann die ziemlich unprizise Schreibweise (U, @) € A, um zu meinen, dass (U, ) € A fiir
irgendwelchen A € A oder gleichwertig (U,¢) € Apax. Daher werden in der Literatur
differenzierbare Strukture auch als maximale Atlanten definiert. A
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Definition 3.12. Eine glatte Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M,.A), wobei M eine topo-
logische Mannigfaltigkeit ist, und A eine glatte Struktur auf M. Wir werden oft einfach
sagen, dass M eine glatte Mannigfaltigkeit ist. In diesem Fall nehmen wir an, dass auf M
eine glatte Stuktur A festgelegt ist. A

Definition 3.13. Eine Funktion f : M — R auf einer glatten Mannigfaltigkeit heifit glatt
(beziiglich der glatte Struktur A), genau dann, wenn, gegeben A € A, fiir alle Karten
(U, ) € A die Funktion f o™ :V — R glatt nach der Definition ist. Wir schreiben
C>®(M) fir die Menge der glatten Funktionen auf M. A

Aufgabe 3.14. Zeigen Sie, dass die Definition von glatten Funktionen nicht von der Wahl
des Atlas in der Aquivalenzklasse abhéngt. Zeigen Sie auch, dass f : M — R glatt ist, genau
dann, wenn es fiir alle p € M eine Karte (U, ¢) € A um p gibt, fiir die fop™ : V = R
glatt ist. A

Bemerkung 3.15. Nach Bemerkung |1.6|ist C*°(M) eine R-algebra. A

Beispiel 3.16. Es sei V' C R” eine offene Menge. Da R"™ hausdorffsch nach Beispiel
und mit abzéhlbarer Basis nach Hilfsatz ist, besitzt auch V diese Eigenschaft nach
Bemerkung [2.65] Dann ist (V,id) eine Karte auf V. Da schon diese Karte die ganze V
tiberdeckt, ist A = {(V,id)} ein glatter Atlas und somit ist V' mit diesem kanonischen
Atlas eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Allgemeiner, wenn ¢ : V' — V’ ist ein
Homoomorphismus mit einer anderen offenen Menge des R™ ist auch A" = {(V,¢)} ein
glatter Atlas. Wann ist A ~ A’ also (V,id) vertriglich mit (V,¢)? Nach der Definition
passiert das genau dann, wenn ¢ ein glatter Diffeomorphismus ist. A

Beispiel 3.17. Es sei A ein Atlas auf M und U C M eine offene Menge. Dann ist auch U
hausdorffsch und mit abzahlbarer Basis. Wir definieren einen Atlas auf U als

Ay = {(WnU elwrv) | (W,¢) € A}
(beweisen Sie, dass Ay ein Atlas ist). Daher ist (U, [Ay]) eine glatte Mannigfaltigkeit mit

dimU = dim M. A
Beispiel 3.18. Es sei H ein reeller Vektorraum der Dimension n. Dann liefert jede Basis
vy, ...,0, eine Karte ¢ : H — R", wobei wir H mit der durch ¢ induzierten Initialtopo-

logie versehen ist. Alle die Karten, die wir auf dieser Weise bekommen, sind vertréglich
miteinander, da die Ubergangsabbildungen R” — R” durch die invertierbare Matrix des
Koordinatenwechsel gegeben sind. Somit ist [{(H,¢)}] eine kanonische differenzierbare
Struktur auf H, die kompatibel mit der linearen Struktur ist (nach der Definition, die wir
spéter geben, sind zum Beispiel, lineare Abbildungen glatt). A

3.1 Sphiren

Wir konstruieren nun einen glatten Atlas auf der euklidischen n-Sphére mit Radius r» > 0

n+1

> =12},

=1

Sy = {(xl,... 2"t e R"
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die wir mit der Teilraumtopologie von R"*! versehen. Da S™ abgeschlossen und beschriinkt
in R™™! ist, ist S™ auch kompakt.
Wir definieren fiir i = 1,...,n 4+ 1 die 2(n + 1) Karten (U7, i)

o U :={(a', ...,a"H eS| £, >0},

o U — B™0), gpf(xl,...,xnﬂ):(xl,...,;i,...,xnﬂ),

wobei das Zeichen 7 heiBt, dass wir die Koordinate 2' weglassen. Also ist 7 die Ein-
schrankung auf UijE der Projektion m; : R — R™ entlang der i-ten Koordinate. Wir
zeigen nun, dass A = {(U, )} ein glatter Atlas ist.

Schritt 1 Die Abbildung o : U — B™(0) ist eine Karte: Die Menge U ist die Schnitt-
menge zwischen einer offenen Teilmenge des R"*! und S”, sodass U offen in S™ ist.
Die Menge BJ'(0) ist offen in R™. Die Abbildung gpf ist stetig, da Einschréankung der
stetigen Abbildung m; auf S™. Die Inverse ist gegeben durch

YE: B™(0) — UF, Oyt Yy =W VTR = YRy,

Die Verkettung von ¥ und der Inklusion U:* — R"*! ist stetig, da alle Koordinaten
stetig sind (dank der Definition der Produkttopologie oder der universellen Eigen-
schaft des kartesischen Produkts). Daher ist auch ¢ stetig (dank der Definition der
Teilraumtopologie oder der universellen Eigenschaft der Initialtopologie). Daher ist
(U, ¢F) eine Karte der Dimension n.

Schritt 2 Die Sphdre S™ ist eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n: Da R™"*!
hausdorffsch und mit abzahlbarer Basis ist, ist S™ mit der Teilraumtopologie auch
hausdorffsch und mit abzihlbarer Basis. Wir wissen schon, dass die (U5, ¢7°) Karten
sind. Daher bleibt nur zu zeigen, dass es fiir alle p € S™ eine Menge U gibt, sodass
p € UE. Aber p = (z',...,2""!) und die Summe der Quadrate der Koordinaten ist
gleich r > 0. Also muss es eine Koordinate z* von p mit 2 # 0 geben. Wenn ¢ > 0,

dann p € U;" und wenn —2% > 0, dann p € U; .

Schritt 3 Die Karten sind vertrdglich miteinander: Es seien 4, j zwei Indizes in {1, ..., n+
1}. Wir miissen zeigen, dass die vier Paare (7, ¢} ), (¢, ¢;), (¢i,¢;) und (o7, ¢;)
vertriglich sind. Da Ut NU;” = &, konnen wir annehmen, dass i < j. Wir betrachten

nur das zweite Paar (], ¢; ). Die anderen lassen sich auf dhnliche Weise behandeln.
Wir haben U;" NU; = {pe 5" | 2* >0, —2/ > 0} und

i (UNU7) ={ye BX0)| =y ' >0}, ¢ (UNU;) ={y € B}(0) | y' > 0}.
Die Ubergangsabbildung @; o (@) {=y/7" >0} = {y' > 0} ist

gp‘j_o(gp;‘—)_l(y17"'7yn> - (y17"'7+ /r2_ |y|27"'7yj_1?"'7yn)

mit Inverse

w0 (o)) ) = Wy =V = TRy,

Beide Abbildungen sind glatt, da |y| < r.
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Aufgabe 3.19. Zeigen Sie, dass der Atlas {onord, 0sua} aus Aufgabe 4.5, der aus den
stereographischen Projektionen aus dem Nord- und Siidpol besteht, dquivalent zum obigen
Atlas ist. A

3.2 Tori

Wir konstruieren nun einen glatten Atlas auf dem n-Torus
™ :=R"/7Z"

Also ist T" der Quotientenraum von R™ durch die Aquivalenzrelation ~, wobei z ~ 2’
genau dann, wenn x — x’ € Z". Hier bezeichnen wir mit Z" die Menge der Punkte, die
ganzzahlige Koordinaten haben. Wir versehen T" mit der durch die Abbildung 7 : R — T"
induzierten Quotiententopologie.

Aufgabe 3.20. Zeigen Sie, dass T™ homéomorph zu (T*)" ist. A

Satz 3.21. Die Abbildung m : R™ — T™ ist offen. Der Torus T™ ist hausdorffsch mit
abzdihlbarer Basis.

Beweis. Essei U C R" offen. Wir behaupten, dass 7(U) offen in T™ ist. Nach der Definition
der Finaltopologie passiert das genau dann, wenn 7! (7(U)) offen in R™ ist. Wir haben

7 (x(U)) = |J n(U),

kezn

wobei 7, : R" — R"™ die Verschiebung 74(x) = = + k ist. Wir bemerken, dass 7 ein
Homdoomorphismus ist und daher offene Mengen auf offene Mengen abbildet. Dann ist die
rechte Seite offen denn sie ist die Vereinigung von offenen Mengen.

Die Tatsache, dass T™ eine abzéhlbare Basis besitzt folgt aus Aufgabe [2.69|

Wir zeigen nun, dass T™ hausdorffsch ist. Es seien [p] und [¢] distinkte Punkte auf T™.
Dann ist p — ¢ ¢ Z". Da Z™ abgeschlossen ist, gibt es € > 0, sodass p — g + x ¢ Z" fiir alle
x € B*(0). Wir betrachten dann die offenen Umgebungen von [p] und [g]

Up:=m(Bgp(p)),  Usi=m(Bgn(q)).

Es gilt Uy N Uy = @. Wenn Uy NU, # @ gilte, wiirde es y, z € B?ﬂ mit der Eigenschaft
geben, dass (p+y) — (q+2) € Z". Wir setzen dann = y — z und sehen, dass p—q+z € Z"
aber |z| < |y| + |z| < €/2 + €/2 = ¢, was der Eigenschaft von e widerspricht. O

Wir fangen an, einen Atlas fiir n = 1 zu definieren. Fiir alle ¢ € R sei (Uy, ¢;) die Karte
Up=T\{[t]},  ¢:Ui— (tt+1), @illa]) =,

wobei z der einzige Représentant von [z] ist, der in (¢, ¢+ 1) liegt. Die Umkehrabbildung ist
(¢0) M) = [2], also ¢; " = 7| 4+1). Daher ist (¢;) 7! stetig und offen. Wir schlieBen daraus,
dass ¢; ein Homéomorphismus ist. Wir zeigen nun, dass (U, @) und (Us, @) vertriglich
sind. Wir haben zwei Moglichkeiten.
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Falls s —t € Z: Dann U; = U, und ¢; 0 o, (x) = z + (t — s), die offensichtlich ein Diffeo-
morphismus zwischen (s, s+ 1) und (¢,¢ + 1) ist.

Falls s —t ¢ Z: Dann gibt es s € (t,t + 1) und ¢ € (s,s + 1), sodass s — ¢’ € Z und
t—t' €Z.Esgilt ' =t =s+1—t' und psop;t: (s, ) U, s+1) — (t,s)U(s,t+1)
ist gegeben durch

_ x+ (s —s) fallsx e (s,
Sotogpsl(‘r): ( /) (l )
x4+ (t—t) fallsxz e (t,s).

Also ist die Einschréinkung von ¢; 0 ;! auf den beiden Intervallen eine Verschiebung
und somit ist ¢; o ;! ein Diffeomorphismus.

Dann ist Ap = {(U;, 1) | t € R} ein Atlas und (T!, [Ag]) eine glatte Mannigfaltigkeit.
Um zu zeigen, dass T" die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit hat, benutzen wir

das folgende Resultat. Es besagt, dass ein Produkt zwei Mannigfaltigkeiten wieder eine

Mannigfaltigkeit ist. Der Beweis ist unmittelbar und eine Aufgabe fiir Sie.

Hilfsatz 3.22. FEs seien My und My zwei topologische Mannigfaltigkeiten mit glatten At-
lanten Ay, = {(U}, ¢)) Vier und Ay, = {(U},93)}jes. Das Produkt My x My ist eine

)

topologische Mannigfaltigkeit mit glattem Atlas
Ay s, = {(Uil X U;)pr} X ¢§)}(i,j)elxj-
Daher gilt dim(M; x M) = dim M; + dim M. O
Also: Wenn (T, [Ap]) der glatte 1-Torus ist, bekommen wir den glatten n-Torus als
(T", [Azo)n]),
wobei wir T” mit (T!)" nach Aufgabe identifiziert haben.

Aufgabe 3.23. Es seien M; und M, topologische Mannigfaltigkeiten derselben Dimension
mit Atlanten A; und Ay. Zeigen Sie, dass M; LU My eine topologische Mannigfaltigkeit
derselben Dimension mit Atlas A; Ll A, ist. AN

3.3 Atlanten und Topologie

Es folgt aus der Bemerkung [3.9] dass ein topologischer Raum M, der einen glatten Atlas
A besitzt, eine glatte Mannigfaltigkeit ist, sobald die Topologie auf M hausdorffsch und
mit abzédhlbarer Basis ist. Nun werden wir bemerken, dass die Topologie auf M ganz von
dem Atlas A bestimmt wird.

Hilfsatz 3.24. Es sei M eine Menge und A := {(U;, i) }icr eine Familie mit den folgenden
Eigenschaften:
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1. {U}ier ist eine Uberdeckung von M ist,
2. fiir alle v € I sind @; : Uy — V; Bigektionen mit offenen Mengen V; der R™,
3. fir alle 1,5 € I sind die Mengen ¢;(U; N U;) und p;(U; NU;) offen und

oot oi(UiNU;) — ¢;(U;NU;)  ein Diffeomorphismus ist.

Dann gibt es eine einzige Topologie T4 auf M, sodass A ein glatter Atlas ist. Insbesondere,
wenn diese Topologie hausdorffsch um mit abzdihlbarer Basis ist, besitzt M die Struktur
einer glatten Mannigfaltigkeit. Das passiert, zum Beispiel, wenn die zwei Bedingungen

4. A ist abzdhlbar;

5. fir alle p1,ps € M gibt es entweder (U,p) € A mit p1,pa € U, oder gibt es
(U1, 1), (Us, 2) € A, sodass Uy NUy = @, p1 € Uy und py € Us.

erfillt sind.

Beweis. Es sei T4 :={U C M | p;(UNU;) offen in R”, fiir alle ¢ € I}. Dann ist es leicht
zu sehen, dass T4 eine Topologie auf M definiert. Aulerdem seien B; abziahlbare Basen fiir
V;. Wir behaupten, dass
B=Jei'(B)
iel
eine Basis fiir T4 ist. Es sei U} C Uy, sodass V] := ¢;(U;) € B;. Es sei nun (U;, ;) beliebig.
Dann ist
(U NU;) = @i 007 (V) N (U; NT)

offen nach Eigeschaft 3. Daher B C T4. Es sei nun U € T4. Dann

U= (@Uunuy).

el

Da alle ;(U NU;) Vereinigung von Elementen in 5; sind, ist U Vereinigung von Elementen
in B. Die Mengen U; sind offen in 74 als Vereinigung von Elementen in ¢; ' (5;). Auierdem
sind die Abbildungen ¢; stetig, da ¢; '(B;) C Ta, und offen, da U C U; offen nach der
Definition von 74 die Bedingung ¢;(U/) offen in R™ impliziert.

Die obigen Uberlegungen zeigen, dass T4 A einen glatten Atlas macht. Es sei nun
Umgekehrt (M, 7T) ein topologischer Raum mit Atlas A. Dann gilt 74 C 7. Andererseits
sei U € T. Dann ist ¢;(U NU;) offen in R™. Also U € T4.

Es sei nun die Bedingung 4 angenommen. Dann ist B als abzéhlbare Vereinigung von
abzahlbaren Mengen auch abzéhlbar. Es sei nun die Bedingung 5 angenommen und py, ps €
M distinkt. Wenn es eine Karte (U, ¢) mit p;,py € U gibt, konnen wir dann p; und ps in
U mit zwei Umgebungen trennen, da U als homdomorph zu einer offenen Teilmenge des
R™ hausdorffsch ist. Die Umgebungen sind dann auch Umgebungen in M, da U offen in
M ist. Wenn es zwei Karten mit p; € Uy und py € Us; und Uy N Uy = @ gibt, dann sind die
zwei Punkte schon getrennt, da U; und U, offen sind. O
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Nach Hilfsatz bekommen wir, dass M hausdorffsch und mit abzéhlbarer Basis
ist, wenn der Atlas die Bedingung 4 und 5 erfiillt. Umgekehrt kénnen wir einen Atlas mit
diesen Eigenschaften fiir jede glatte Mannigfaltigkeit finden. Das wird im néchsten Hilfsatz
gemacht, wo wir ein genaueres Resultat bekommen, das eine wichtige Rolle in der Existenz
von Zerlegungen der Eins spielt.

Hilfsatz 3.25. Es ser M ein topologischer Raum mit abzdihlbarer Basis, der einen glat-
ten Atlas A besitzt. Es ezistiert eine weitere abzihlbare Basis B = {B;} von M mit der
folgenden Figenschaft: Fiir alle i € I gibt es eine Karte ¢; : U; — V; von A, sodass
¢i(Bi) = Ba,(¢;) und By, (q;) C V;.

Somit ist A" = {(Bi, ¢, = @ilB,)}ier ein abzihlbarer Atlas von M, wobei die De-
finitionsmengen der Karten eine prdakompakte Basis bilden. Wenn insbesondere M auch
hausdorffsch ist, existieren fiir alle Paare von distinkten Punkten pi,ps € M Karten

(Bii7 90;1)’ (Bin 90;2> mZt

Bi1mBi2:®7 plGBilv pQGBiz'

Beweis. Es sei W = {W,} e eine abzihlbare Basis von M. Wir definieren
W= {W; e W[ W; CU, (U, ¢)) € A} = {W}jer

fiir irgendwelche Indexmenge J' C J. Dann ist W' eine abzahlbare Basis denn fiir alle W C
M offen und p € W gibt es eine Karte (U;, ¢;) um p und W; e Wmitpe W, C U; N W.
Nun gibt es nach Hilfsatz fur alle j € J' eine abzéhlbare Basis B; von ¢;(W;), deren
Elemente Bélle mit Abschlufl in ¢;(U;) sind. Die gewiinschte Basis ist

B = U Spj_l(Bj%
jeJ’

da W' eine Basis ist und jede W; € W’ Vereinigung von Elementen in B; ist. [

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit einem Resultat, das spéiter nicht benutzt wird, aber
das zeigt, dass schon die offenen Mengen V; und die Ubergangsabbildungen ¢; o o; ! die
Menge M und die Karten bestimmen.

Satz 3.26. Es sei {V;}ic; eine Familie von offenen Teilmengen des R™. Es sei weiter
{ij + Vij — V}i}(m)e]” eine Familie von Abbildungen mit den folgenden Eigenschaften
fir alle (i,7,k) € I x I x 1.

a. Vi; C Vi und Vj; CV; sind offen und ;5 st ein Diffeomorphismus;
b. Vii = Vi und vy = idy;;
¢ by =V

d. Yij(Vi; N Vig) = Vi 0N Vi und ji, 0 i; = i,
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Auf der disjunkten Vereinigung U;crV; liefert
(G eVi)~(geV) <= a€Vy ¢ € Vi ¥iyla)=aq

eine Aquivalenzrelation. Wir definieren dann

M=(Lvi)/~ U=

il

Dann sind die Abbildungen V; — U;, q — [q| bijektiv und die Inverse p; : U; — V; geniigen
den FEigenschaften

piUiNU;) =V, @j(UinU;) = Vi @jop; =y
Also erfullt die Familie {(U;, @;) }ier auf M die Bedingungen 1,2,3 in Hilfsatz (3.24) O
Aufgabe 3.27. Beweisen Sie den Satz A

Bemerkung 3.28. Vergleichen Sie den Satz mit der Konstruktion von Vektorbiindeln
in 77. A

3.4 Glatte Abbildungen

Wir haben glatte Funktionen auf Mannigfaltigkeiten definiert. Die Definition von glatten
Abbildungen F': M — N zwischen Mannigfaltigkeiten folgt einem dhnlichen Schema. Da
N moglicherweise keine globale Karte besitzt, miissen wir aber auch verlangen, dass jeder
Punkt in M eine Karte besitzt, deren Bildmenge in der Definitionsmenge einer Karte in
N liegt.

Definition 3.29. Es seien (M, A) und (N, B) zwei glatte Mannigfaltigkeiten. Eine Abbil-
dung F : M — N heiBt glatt, wenn Atlanten A € A und B € B existieren, sodass, fiir alle
p € M und alle Karten (U, ar) € A um p und alle Karten (Uy, ¢n) € B um F(p) eine
offene Umgebung U}, C Uy von p mit der folgenden Eigenschaft gibt:

F(Uy,) C Uy, pyoFo @Xj com(Uy) — on(Un) glatt ist. (3.1)
AN

Hilfsatz 3.30. Es sei F': M — N eine Abbildung mit der folgenden Eigenschaft: es gibt
fir alle p € M eine Karte (W, y) € A um p und eine Karte (Wx,¥n) € B um F(p),
fiir die

F(WM) C WN, ¢N oFo ¢J\_/Il . 77Z}M(WM) — ¢N(WN) glatt 18t.
Dann ist F stetig und glatt. Andererseits erfillt jede glatte Abbildung F : M — N die

obige Eigenschaft. Daher sind glatte Abbildungen stetig und die Definition nicht von
den Atlanten A € A und B abhdngt.
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Beweis. Nach dem Hilfsatz reicht es zu zeigen, dass fiir alle p € M die Abbildung F|w,, :
Wy — Wy stetig ist, wobei (Wyy, 1yr) und (Wi, ¥ ) nach Voraussetzung die Eigenschaft
haben, dass 1y o F 0 1);, stetig ist. Dann ist

F|WM - wZTII © (@NOFO'(#]T;) O¢M

als Verkettung von stetigen Abbildungen stetig.

Es seien nun Atlanten A und B gegeben. Es seien weiter (Ups, o) € Aund (Uy, ¢n) €
B beliebige Karten um p und F(p). Da F stetig ist, ist U;, := F~(Uy) N Wy eine
Umgebung von p mit F(U},) C Uy. Aulerdem ist

pnoFopy = (pnodyt)o(@noFouyl)o (o py)
als Verkettung von glatten Abbildungen glatt. ]

Aufgabe 3.31. Zeigen Sie, dass f : M — R eine glatte Funktion ist, genau dann, wenn f
eine glatte Abbildung mit N = R ist. A

Wir geben nun einige Eigenschaften von glatten Abbildungen an.
Hilfsatz 3.32. Es gilt:

(i) Die Verkettung Go F : M — O wvon glatten Abbildungen F': M — N, G : N — O ist
glatt.

(i) Wenn M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M eine offene Menge ist, ist die
Inklusion v : U — M glatt.

(iii) Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Es sei {U;}icr eine offene Uberdeckung
von M und F; : Uy — N glatte Abbildungen, sodass Fi|v,~u; = Fjlu,nu,- Dann gibt es
eine einzige Abbildung F : M — N mit F|y, = F; fir alle i € I. Diese Abbildung ist
glatt.

Beweis. Zu (i). Es sei p € M. Aus der Definition haben wir fiir alle Karten (U, o)
um p, (Uy, on) um F(p), (Uo, po) um G(F(p)) offene Umgebungen U}, C Uy und Uy C
Uy mit F(Uj};) € Uy und G(U)) C Up. Dann ist U}, := Uj, N G~ (U}) eine Umgebung
von p, sodass G o F'(U};) C Up. AuBerdem

Yo ©° (G © F) © @X;‘wnf(UXI) = <¢o oGo 90]_\/1‘90N(U1/\1)> © <<70N oFo 90]_\41|§01M(U]l\,1)>'

Die Abbildungen in Klammern sind glatt nach der Definition [3.29] Daher ist die Verkettung
auch glatt.

Zu (ii). Es seien (U3 N U, 1|vynv) € Ap und (Us, ¢2) € A eine Karte um p € U und
eine Karte um ¢(p) = p € M. Wir nehmen U’ := U; N U N U,. Dann +(U’) = U’ C Uy und

-1 -1
paoropy |ur=paopr v
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ist glatt denn ¢ und @y gehoren zu dem selben Atlas auf M.

Zu (iii). Die Abbildung F': M — N gegeben durch F(p) = F;(p), falls p € Uj;, ist nach
Voraussetzung wohldefiniert. Es sei (Ups, @) eine Karte um p und (Uy, ¢n) eine Karte
um F(p). Dann ist p € U; fiir irgendwelche U; in der Uberdeckung und wir betrachten
die Karte (U; N Unr, um|u.nvy, ). Nach Voraussetzung gibt es Uy, C U; N Uy C Uy, sodass
F;(U};) C Uy und pyo F;o ‘PJT41|¢M(U§M) ist glatt. Laut der Definition von F' gilt

pnoFio SOJT/II‘SDM(U]/M) =¢noFo QOJTJlLPM(U]'M)
und wir sind fertig. O

Aufgabe 3.33. Es sei f : R — R eine glatte Funktion. Wir definieren die glatte Mannig-
faltigkeit R := (R, [{(R,¢)}]), wobei ¢(z) = 2?. Zeigen Sie, dass f : R — R eine glatte
Abbildung ist. Zeigen Sie aufierdem, dass f : R — R eine glatte Abbildung ist, genau dann,
wenn 9£(0) = 0 fiir alle k € N ist, die durch 3 nicht teilbar sind. A

dak

Definition 3.34. Eine Bijektion F' : M — N zwischen glatten Mannigfaltigkeiten heifit
glatter Diffeomorphismus, wenn F und F~! glatt sind. Wir schreiben Diff(M, N) fiir die
Menge der Diffeomorphismen zwischen M und N und kiirzen Diff (M) := Diff (M, M). A

Aufgabe 3.35. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und (U, ¢) eine Karte von M. Zeigen
Sie, dass ¢ : U — V ein Diffeomorphismus ist, wobei wir auf V' und U die Atlanten vom

Beispiel und setzen. A
Aufgabe 3.36. Zeigen Sie, dass die Abbildung

T' — RP, [x] = [cos(mz) : sin(mz))
ein Diffeomorphismus ist. A
Aufgabe 3.37. Zeigen Sie, dass Diff (M) eine Gruppe ist. AN

Aufgabe 3.38. (a) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, welche als topologischer Raum
zusammenhéingend ist. Zeigen Sie, dass die Gruppe der Diffeomorphismen Diff (M) transitiv
auf M wirkt. Das heift, dass fiir alle py und p; in M ein F € Diff(M) mit F(py) = p;
existiert. Hinweis: Beweisen Sie, dass die Bedingung

p~p << FFeDiff(M), F(p)=p

eine Aquivalenzrelation definiert, deren Aquivalenzklassen offen sind. Zu zeigen, dass die
Aquivalenzklasse offen sind, wihlen Sie p : R — R mit kompaktem Triger und h(0) =1
und zeigen, dass fiir jedes geniigend kleine € > 0 die Abbildung R x R*™! — R x R*!,
(z,y) — (z + ep(x)p(|y|?),y) ein Diffeomorphismus ist (benutzen Sie ohne Beweis, dass F
glatt, bijektiv und dF invertierbar an jedem Punkt impliziert, dass F~! glatt ist).

(b) Geben Sie ein Beispiel einer eindimensionalen glatten Mannigfaltigkeit M, auf der
Diff (M) nicht transitiv wirkt. A
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Definition 3.39. Eine glatte Abbildung F': M — N heif3t lokaler Diffeomorphismus, wenn
fiir alle p € M offene Umgebungen U, C M von p und Upy) C N von F(p) existieren,
sodass F |Up : Up = Up(p) ein Diffeomorphismus ist. A

Aufgabe 3.40. Es seien A, und A, zwei glatte Strukturen auf M. Zeigen Sie, dass id :
(M, Ay) = (M, Ay) ein Diffeomorphismus ist, genau dann, wenn 4; = As. A

Aufgabe 3.41. Es sei ¢ : R — R ein Homdomorphismus. Zeigen Sie, dass (R, {R,idgr}])
und (R, [{R, ¢}]) diffeomorph sind. A

Definition 3.42. Wenn F' : M — N eine glatte Abbildung ist, definieren wir den Pull-
Back Homomorphismus von R-Algebren

F*: C®(N) = C®(M),  F*(f)=foF A

Bemerkung 3.43. Es gilt id); = idge(ary und, wenn F': M — N und G : N — O glatt
sind, (Go F)* = F*o G*. A

Definition 3.44. Eine Lie-Gruppe G ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer Gruppen-
struktur, die glatt ist. Das heifit, dass die Gruppenverkniipfung G x G — G, (g,h) — gh
und die Inverse G — G, g — ¢! glatte Abbildungen sind. Ein Homomorphismus von
Lie-Gruppen F' : H — @ ist eine glatte Abbildung, die zusétzlich ein Gruppenhomomor-
phismus ist. Wir bezeichnen mit e die Einheit der Gruppe. A

Beispiel 3.45. Der euklidische Raum R”, der Torus T” und der Menge der invertierbaren
Matrizen GL,(R) sind Lie-Gruppen. Die Gruppe Z" ist eine Lie-Gruppe der Dimension 0
mit der diskreten Topologie. A

Beispiel 3.46. Die folgenden sind Lie-Gruppen Homomorphismen: lineare Abbildungen
zwischen euklidischen Rédumen; die Projektion 7 : R™ — T"; die Inklusion ¢ : GL,,(R) —
GLpin(R), wobei ((A) : R™™ — R™" durch «(A)(u,v) = (Au,v) fir alle (u,v) € R™ x
R™ = R™ " gegeben ist; die Abbildung [A] : T™ — T™, [A]([z]) = [A - 2], wobei A eine

m x n-Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten ist. A

Wir haben gesehen, dass Diff (M) eine Gruppe ist. Wenn G eine Lie-Gruppe ist, kénnen
wir die Gruppenhomomorphismen ¥ : G+ Diff (M) untersuchen. Die Menge Diff (M) ist
keine endlich dimensionale Mannigfaltigkeit und daher ergibt kein Sinn zu sagen, ob ¥
glatt ist oder nicht. Trotzdem kénnen wir die Abbildung

U:Gx MM, Ugp) =T (p)

betrachten und verlangen, dass diese Abbildung glatt ist. Wir sind daher zur folgenden
Definition gekommen.
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Definition 3.47. Eine glatte linke Wirkung von einer Lie-Gruppe G auf einer glatten
Mannigfaltigkeit M ist ein Gruppenhomomorphismus ¥ : G — Diff (M), sodass die asso-
ziierte Abbildung ¥ : G x M — M glatt ist. Der Quotientenraum der Wirkung ¥ ist der
Raum

M/ ~y, wobei p; ~y p2, <= dJg € G, py=V(g)(p1)

versehen mit der Quotiententopologie. 3
Firallepe MseiV,: G — M, ¥,(g:) = V¥(g,p). Die Menge ¥,(G) C M heiit Orbit
von p und die Untergruppe Stab(p) := \Ilgl(p) heif3t Stabilisator von p. JAN

Bemerkung 3.48. Man kann eine glatte rechte Wirkung symmetrisch definierien als ein
antihomomorphismus W : G — Diff(M). Das heifit: ¥(g192) = W(g2)¥(g1) fiir alle g1, g2 €
G. Wir verlangen dann, dass die Abbildung ¥ : M x G — M, ¥(p,g) = Y(g)(p) glatt
ist. A

Bemerkung 3.49. Es sei F' : G — G’ ein Homomorphismus von Lie-Gruppen. Dann ist
Up: G — Diff(G'), ¥r(g9)(g') = F(g)g eine glatte linke Wirkung und G’/ ~y,.= G'/F(G).
Der Orbit von €’ € G’ ist F'(G) und der Stabilisator von p ist ker F. A

Bemerkung 3.50. Der Quotientenraum M/ ~y einer linken Wirkung ist im Allgemeinen
keine Mannigfaltigkeit. A

Aufgabe 3.51. Zeigen Sie, dass U eigentlich eine Aquivalenzrelation auf M ist und dass
die Abbildung 7 : M — M/ ~y offen ist. A

Aufgabe 3.52. Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen von glatten linken Wirkungen
kommen:

¥, : Z" x R" — R", Uy (k,p) =k +p,
Uy : Zx R =R Uy(k, (2,9) = (+k, (=1)y),
Uy (K\{0}) x (K" \ {0}) = K"\ {0},  Ws(\,p) = Ap.

Was sind die Quotientenrdumen dieser Wirkungen? A

Aufgabe 3.53. Es sei GG eine Lie-Gruppe, M eine Mannigfaltigkeit und F': G x M — M
eine glatte Abbildung, sodass F'(e,p) = p und F(g192,p) = F(g1, F(g2,p)) fiir alle g1, 92 €
G und p € M. Zeigen Sie, dass F' von einer glatten linken Wirkung kommt. Geben Sie
eine #hnliche Bedingung fiir eine glatte Abbildung, von einer glatten rechten Wirkung zu
kommen. A

3.5 Glatte Funktionen

Auf einer offenen Menge V' des R™ haben wir viele glatte Funktionen. Man kann zum
Beispiel Polynome, oder allgemeiner analytische Funktionen wie das Exponential nehmen.
Auf einer allgemeinen glatten Mannigfaltigkeit M ist es aber soweit nicht klar, dass weitere
glatte Funktionen aufler der Konstanten existieren.
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Auf der Definitionsmenge U einer lokalen Karte (U, ¢) konnen wir die glatten Funk-
tionen von R™ durch die Abbildung ¢ {ibertragen. Somit haben wir viele lokale glatte
Funktionen auf M. Die Frage ist nun, ob diese Funktionen auf die ganze M fortgesetzt
werden konnen. Wir brauchen dazu eine Definition.

Definition 3.54. Es sei f : M — R eine stetige Funktion auf einer topologischen Man-
nigfaltigkeit. Der Trager von f ist die abgeschlossene Menge

T(f):={pe M| f(p) #0}. A

Hilfsatz 3.55. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M eine offene Menge. Es
sei f: U — R eine Funktion mit Trager T(f), der nach Definition eine abgeschlossene
Menge von U ist. Wenn zusdtzlich T(f) eine abgeschlossene Menge von M ist, ist die
Funktion f : M — R gegeben durch

« o {fp) falspeU
Jp) = {0 falls p ¢ T(f).

glatt und T(f) = T(f). Da M hausdorffsch ist, ist die Voraussetzung iber T(f) in dem
besonderen wichtigen Fall erfillt, wenn T(f) kompakt ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Menge M \ T'(f) offen. Auf UN (M \T(f)) ist f = 0.
Nach H11fatz- (iv) ist f glatt. Da S := {p € U|f(p) #0} = {p € M | f(p) # 0} gilt,
m

miissen wir zeigen, dass der Abschluss von S in U und in M gleich sind, um T'(f) = T'(f)
zu beweisen. Das folgt aus Folgerung [2.49| da T'(f) abgeschlossen in M ist. ]

Folgerung 3.56. Es seien f: M — R und g : U — R glatte Funktionen, wobeir U offen
in M ist. Wenn T(f) in U enthalten ist, ist der Triger T(fg) des Produktes fg : U — R

abgeschlossen in M. Daher ldsst sich fg zu einer glatten Funktion fg : M — R, wie im
Hilfsatz fortsetzen.

Beweis. Wir haben T'(fg) C T(f|ly) = T(f). Da T(f) abgeschlossen in M ist, bekommen
wir aus der Folgerung dass der Abschluss von S = {p € U | (fg)(p) # 0} in U und in
M iibereinstimmen. Deshalb ist T'(fg) abgeschlossen in M und wir kénnen Hilfsatz m
anwenden. ]

Diese Hilfsdtze waren nicht so nutzlich, wenn wir keine Funktionen mit kompaktem
Trager hétten. Der néchste Schritt ist dann, solche Funktionen zu konstruieren. Wir fangen
an, die klassische glatte Funktion

0 falls t <0
e/t fallst >0

zu definieren.
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Aufgabe 3.57. Beweisen Sie, dass e; glatt ist. Hinweis: fiir t > 0 beweisen Sie die Formel

dk@l Qk(t)
a g ()

induktiv, wobei ) ein Polynom ist. A

Es sei e : R — R gegeben durch eq(t) := e1(t)er (1 — t), sodass eq(1 — ) = ey(t). Wir
definieren die Funktion es : R — R durch

eﬂﬂ:zgl/teﬂgd& c;:/ﬁmeﬂQd&

o0

Die Funktion ej ist glatt und hat die Eigenschaft, dass

es(t) =0 fiir t <0,
es(t) € (0,1) fiirt € (0,1), (3.2)
es(t) =1 fir ¢t > 1,
Auflerdem gilt
es(1—1t) =1—es(t) (3.3)
Aufgabe 3.58. Zeichnen Sie eine Skizze der Funktionen e;, e; und es. A

Im néchsten Resultat benutzen wir die euklidische Norm, um Funktionen mit kompak-
tem Tréger in jeder Dimension zu definieren. Der Beweis ist eine Aufgabe fiir Sie.

Hilfsatz 3.59. Es seien 0 < a < b reelle Zahlen und q € R™. Dann ist die Funktion

|af—q!—a>

puva R Ry pupg(e) = 1= eg (e

glatt und hat die Eigenschaft

punalw) = 1 W
pusal®) € (0,1) fiir v € By(a)\ Bala):
(@)

Papqg() =0 fir x ¢ By ]

Hilfsatz 3.60. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, U C M eine offene Menge und
K C U eine kompakte Menge. Fir alle glatten f : U — R existiert eine glatte Funktion
f: M — R mit der folgenden FEigenschaft:

T(f) kompakte Teilmenge von U, flx = flx. (3.4)
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Beweis. Es geniigt, eine Funktion 1 : M — R zu finden, die die konstante Funktion
1:U — R fortsetzt und erfilllt. Wenn f : U — R eine beliebige glatte Funktion ist,
dann ist f := f -1 die gewiinschte Funktion nach Hilfsatz [3.55, da T'(f) c T'(1).

Fiir jedes p € K sei (Up, ¢p) eine Karte um p. Es gibt dann einen Ball Bs,, (¢p(p)) C
©,(U, NU) C R™. Wir nehmen dann die offene Uberdeckung {©,  (Ba, (¢p(p))) }pex von
K. Da K kompakt ist konnen wir schon endlich viele Punkte pq,...,p,, finden, sodass
K von den offenen Mengen ; *(B,,(g;)) iiberdeckt ist, wobei wir ¢; := ¢,., ¢; = ©;(p;)
und a; := a,, gesetzt haben. Die Funktionen p,, 24,4, © @i : U; — R sind glatt und mit
kompaktem Trager. Nach Hilfsatz konnen wir diese als glatte Funktionen auf der
ganzen M sehen. Wir definieren dann

m

g : M — [0,00), g = Zpai,mi,qi o 901

i=1

Wir bemerken, dass g > 1 auf U™, ¢; (B, (¢;)) und dass

1=

m

T(9) = | Joi " (Baa, (@)

i=1

kompakt ist. Wir setzen 1: M =R, Ni = ez o0 g, wobei e die Eigenschaft in (3.2)) besitzt.
Insbesondere ist 1 =1 auf U’ und T'(1) = T'(g). O

3.6 Zerlegungen der Eins

Der Hilfsatz [3.60] zeigt insbesondere dass, wenn K C U C M mit K kompakt und U offen
gilt, dann kénnen wir fiir jede f : U — R eine f : M — R mit f|x = fx und T(f) C U
finden. Also gibt f uns die Funktion f auf K wieder und ihr Triiger ist dazu in U enthalten.
Nun wollen wir nicht nur eine offene Menge U sondern eine offene Uberdeckung {Ui}ier
von M betrachten. Unser Ziel wird es sein, Funktionen f; : M — R zu finden, sodass

il

Die Summe auf der rechten Seite lauft auf einer moéglicherweise unendlich Indexmenge
I. Um zu haben, dass die Summe wohldefiniert ist, miissen wir dazu verlangen, dass die
Triiger {T(fi)}ies eine lokal endliche Familie sind (Erinnerung aus Definition : das heifit
fiir alle p € M gibt es eine Umgebung U von p, sodass U NT'( f,) # & nur fiir endlich viele
Indizes 7).

Wie im Beweis des Hilfsatzes [3.60| reicht es, diese Funktionen fiir die Konstante f =1
zu finden. Wir haben also die folgende Definition begriindet.

Definition 3.61. Eine Zerlegung der Eins ist eine Familie R = {p; : M — R},c; von
glatten Funktionen, sodass
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1. die Familie der Triger {T'(p;)}ies eine lokal endliche Uberdeckung von M ist;
2. esgilt 0<p;<1firaleiclund1l=73 p;.

Es sei U = {U;}icr eine offene Uberdeckung von M mit selber Indexmenge wie R. Wir
sagen, dass R eine Zerlegung der Eins beziiglich U ist, wenn T'(p;) C U, fir allet € I. A

Bemerkung 3.62. Aus Eigenschaft 2 folgt es schon, dass die Tréger die ganze M {iber-
decken. A

Beispiel 3.63. Es sei M := (0,4+00) und U = {(k, k + 2) }ren. Dann ist

R = {p1/a.3/4h41} keny U {ps/a7/a0}

eine Zerlegung der Eins beziiglich . Bitte beweisen Sie diese Aussage, indem Sie die
Eigenschaften von es, insbesondere ({3.3), benutzen. A

Bemerkung 3.64. Wie das obige Beispiel darlegt, sind die Tréger T'(p;) nicht unbedingt
kompakt. Nach Hilfsatz sind die Tréger T'(p;) nicht leer nur fiir abzéhlbar viele ¢ €
I A

Um zu zeigen, dass beziiglich jeder offenen Uberdeckung von M eine Zerlegung des Eins
existiert, benutzen wir den folgenden topologischen Satz.

Satz 3.65. Es sei M ein hausdorffscher topologischer Raum mit prakompakter, abzdhlba-
rer Basis B (Erinnerung: prikompakt heifit, dass die Elemente in B kompakt Abschluss
besitzen). Fiir alle offene Uberdeckungen U von M existiert eine Teiliiberdeckung B von
B, sodass B' :== {B | B € B'} eine lokal endliche Verfeinerung von U ist (Erinnerung:
Verfeinerung heifit, dass fiir alle B € B' eine U €C U mit B C U existiert). O

Aufgabe 3.66. Lesen Sie den Beweis dieses Satzes in Walcher, Theorem 1.3. Sie gewinnen
einen Riegel Schokolade, wenn Sie mir sagen, wo in dem Beweis benutzt wird, dass M
hausdorffsch ist. A

Satz 3.67. Fiir alle offenen Uberdeckungen U = {U;}icr einer glatten Mannigfaltigkeit exi-
stieren Zerlegungen der Eins Ry = {p}}jer und Rj; = {p; }ier auf M mit der Eigenschaft:

o fiir alle j € J' ist T(p)) kompakt und es gibt i(j) € I mat T(p}) C U;;
o R}, ist eine Zerlequng der Eins beziiglich U.

Beweis. Wir wenden Satz mit der Basis B = {B,};c; von Hilfsatz an und wir
bekommen eine Teiliiberdeckung B' = {B; := gpj_l(Bgaj(qj))}jEJ/ von B, sodass B =
{Bj}jes eine lokal endliche Verfeinerung von ¢ ist. Wir definieren

Pj - M — R, Pj = Paj2a;,q; © Pj M — R
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Nach Satz haben wir T'(p;) = B;. Wir setzen

o:M—R, o= Z pj-
jeJ
Es gibt um jeden Punkt p € M eine Karte (U, ¢,) und eine Teilmenge J; C J', sodass J,
endlich und p;|y, = 0 fiir alle j ¢ J; ist. Dann

U|UP = Z Pj

jed;

ist glatt denn sie ist eine endliche Summe von glatten Funktionen. Nach Hilfsatz [3.32] ist
die Funktion o glatt.

Wir zeigen nun, dass fiir alle p € M die Zahl o(p) positiv ist. Da alle die p; nicht
negativ sind, reicht es zu zeigen, dass es pj;, mit p;,(p) > 0 existiert. Das ist klar denn p
gehort zu irgendwelcher Menge cpj_pl(Bgajp(qu)), da B’ eine Uberdeckung von M ist, und
Paj, 2a;,.q;, Positive Werte auf By, (¢j,) annimmt. Wir setzen dann fiir alle j € J":

p.
p?:M—>R, p?:z;g.

Die Familie Rf, := {p)};c, ist eine Zerlegung der Eins, da B’ = {T'(p;) = T(p};)} ;e lokal

endlich ist und , 1 o
NN A

jer jeJ’ jel
Wir mochten nun die Familie R}, anpassen, sodass wir eine Zerlegung der Eins R}, beziiglich
U = {U;}ier gewinnen. Da B’ eine Verfeinerung von U ist, gibt es fiir jedes j € J’ ein
i(j) € I, sodass B; C Uy(j). Da die Familie der Tréiger der Funktionen in R lokal endlich
ist, konnen wir

pleM =R, pl=>"
jeJ’
i=i(j)

setzen. Wir behaupten, dass Ry, := {p} }ics eine Zerlegung der Eins beziiglich U/ ist. Erstens

gilt nach Konstruktion
PEDID DDA

i€l i€l jeJ’ jeJ’
i=i(3)
Zweitens zeigen wir, dass

T(p}) = |J T (3.5)

Nach der Definition von p? haben wir

{peM|pip)#0}= [ J{peM]|hp #0}
jed’
i=i(5)
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Daher folgt aus Hilfsatz 2.7, Da T'(p)) C Uy), schlieBen wir daraus, dass T'(p)) C U;.
Drittens behaupten wir, dass {T(p})}icr eine lokal endliche Familie ist. Wie wir schon
oben bemerkt haben, gibt es fiir alle p € M eine Umgebung U, von p und eine endliche
Menge J; C J' mit T'(p9) N U, = @ fiir alle j ¢ J). Wir definieren die endliche Teilmenge
I, =1{i(j) | j € J,} von I. Wenn i ¢ I,, dann

pilu, = U Mo, = 0. O
IEAVA
i=i(j)
Folgerung 3.68. Es sei U C M eine offene Menge einer glatten Mannigfaltigkeit und
f:U — R glatt. Dann:

1. fir alle C C M abgeschlossen mit C C U existiert f : M — R mit

T(f)cU, fle = fe;

2. es gibt eine Familie von glatten Funktionen {f; : M — R};cr, sodass {T(f;)}icr eine
lokal endliche Familie von kompakten Mengen ist und

F=>_1

iel

Beweis. Nach dem Satz gibts es eine Zerlegung der Eins R}, = {pv, pa\c} beziiglich
der Uberdeckung ¢ = {U, M \ C'}. Dann fiir alle p € C gilt panc(p) = 0. Deshalb hat fpy :
U — R die Eigenschaft f(p)pu(p) = f(p)(pv(p) + panc(p)) = f(p). Auerdem T'(fpy) C
T(py) und deswegen ist T'(fpy) abgeschlossen in M nach Folgerung und fortsetzbar
nach Hilfsatz [3.55] Das zeigt den ersten Punkt. Fiir den zweiten Punkt, betrachten wir
die Uberdeckung 4 = {U}. Dann ist R, = {p?}ic; eine Zerlegung der Eins auf U mit
kompakten Triiger. Daher ist T(p{) abgeschlossen in M und fp{ : U — R auf M nach
Folgerung und Hilfsatz m zu einer f; : M — R fortsetzbar. Die Familie {f;}icr
besitzt die gewiinschte Eigenschaft. ]

3.7 Existenz und Klassifizierung von glatten Strukturen

Glatte Mannigfaltigkeiten sind topologische Mannigfaltigkeiten zusammen mit einer glat-
ten Struktur. Wir kénnen dann die natiirlichen Fragen stellen: Besitzt jede topologische
Mannigfaltigkeit eine glatte Struktur? Wenn ja, ist sie eindeutig bis auf Diffeomorphismus?
Die Antworten auf diese Fragen sind extrem spannend und tief. Wenn dim M < 3 (Radé
fir dim M < 2 und Moise fiir dim M = 3), dann lisst jede topologische Mannigfaltig-
keit eine einzige glatte Struktur bis auf Diffeomorphismus zu. Fiir alle n > 4 gibt es aber
(kompakte) topologische Mannigfaltigkeiten, die keine glatte Struktur zulassen.

Die Frage der Eindeutigkeit der glatten Struktur ist auch faszinierend. In allen Dimen-
sionen n > 4 gibt es topologische Mannigfaltigkeiten mit mehreren glatten Strukturen. Der
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euklidische Raum R" besitzt eine einzige glatte Struktur fiir n > 4 aber unabzéhlbar viele,
wenn n = 4. Zum Beispiel gibt es offene Mengen V' C R, fiir die ein Homdomorphismus
F : R* — V existiert aber kein Diffeomorphismus. Daher liefert [{(R*, F')}] eine glatte
Struktur auf R*, die nicht diffeomorph zu der Standardstruktur ist.

Andererseits kompakte Mannigfaltigkeit lassen immer nur eine endliche Anzahl von
glatten Strukturen zu. Zum Beispiel besitzt der Torus T° 3 glatte Strukturen und die
Sphére S7 (mit einer festen Orientierung) 28 glatte Strukturen. Viele Fragen bleiben aber
offen. Es ist nicht bekannt, ob S* mehr als eine glatte Struktur zulésst.

Wir haben schon vorher bemerkt, dass wir mit C*°-Abbildungen statt C* mit k& > 1
arbeiten, da diese Abbildungen abgeschlossen durch Differenzierung sind. Man koénnte aber
trotzdem C*-Atlanten (d.h. die Ubergangsabbildungen sind der Klasse C*) auf topologi-
schen Mannigfaltigkeiten definieren. Ist es moglich, dass eine C*-Mannigfaltigkeit existiert,
die nicht glatt ist? Oder gibt es vielleicht zwei glatte Strukturen, die die selbe C*-Struktur
geben? Die Antwort zu diesen Fragen ist ,nein”: Jede C!'-Struktur kommt aus einer ein-
deutigen C*°-Struktur.

Auf der anderen Seite kann man spezielle Familien von glatten Mannigfaltigkeiten stu-
dieren. Zwei Beispiele davon sind sehr wichtig: affine und komplexe Mannigfaltigkeiten.
Affine Mannifgaltigkeiten sind topologische Mannigfaltigkeiten, die einen glatten Atlas be-
sitzen, sodass die Ubergangsabbildungen (invertierbare) affine Transformationen sind:

©j ogoi_l(x) =A-x+ x.

Hier héngen A und z( von ¢ und j aber nicht von = € ¢;(U; N U;) ab. Komplexe Man-
nigfaltigkeiten sind gerade dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten, die einen glatten
Atlas besitzen, sodass die Ubergangsabbildungen ;0 ¢; ' : ;(U;NU;) — ¢;(U;NU;) sind
(invertierbare) holomorphe Abbildungen, wobei wir ¢;(U;NU;) C R™ und ¢,;(U;NU;) C R
mit offenen Teilmengen von C?2 durch den Isomorphismus

R"™ — Cn/Qa (551,?/1, <o Tny2, yn/2) = (Zl =+ i917 <oy Rnj2 = Tnj2 + Zyn/2>

identifizieren. Trotz der Ahnlichkeit der Definitionen unterscheidet sich die Theorie der
komplexen Mannigfaltigkeiten in vielen Hinsichten stark von der Theorie der glatten Man-
nigfaltigkeit. Einer der Griinde dafiir ist dass, wenn f : M — C eine holomorphe Funktion
ist, dann:

1. falls M kompakt ist, dann ist f konstant;

2. falls M nicht kompakt ist aber f einen kompakten Tréger besitzt, dann ist f null.

Das zeigt, dass wenn M eine kompakte und zusammenhéngende komplexe Mannigfaltig-
keit ist, dann alle holomorphe Abbildungen von F': M — C™ mit m € N konstant sind
(betrachten Sie die Verkettung mit den komplexen Koordinaten 2 : C™ — C). Sie kénnen
diese Aussage mit der Existenz von Einbettungen von glatten Mannigfaltigkeiten in eukli-
dische Radume (siche Abschnitt vergleichen. Fiir kompakte complexe Mannigfaltigkeit
wurde dagegen die Existenz von Einbettungen in den komplex projektiven Raum unter-
sucht (Kodaira Einbettungssatz).

39



4 Der Tangentialraum und das Differential

Wir wollen nun den Tangentialraum an einem Punkt p einer glatten Mannigfaltigkeit M
definieren. Der wird ein Vektorraum 7,M sein, dessen Elemente Tangentialvektore ge-
nannt werden. Dazu werden wir auch das Differential d,F' : T,M — Tr@)N einer glatten
Abbildung F': M — N einfiihren, als die lineare Wirkung von F' auf Tangentialvektoren.

Wir werden drei dquivalente Definitionen geben. Die erste ist geometrischer aber spielt
in wesentlichen Beispielen und in der Theorie keine grofie Rolle. Die zweite wird oft von
Physikern benutzt. Sie ist sehr nutzlich in den Berechnungen mit Koordinaten aber ist
manchmal umsténdlich fiir theoretische Uberlegungen. Die dritte ist algebraisch und ver-
bunden mit der Leibnizregel fiir die Ableitung eines Produkts. Sie spielt in der Theorie
eine zentrale Rolle aber sie benutzt essenziell, dass wir mit glatten Funktionen und nicht
nur mit Funktionen der Klasse C* mit k& > 1 arbeiten (siche Hilfsatz .

4.1 Das motivierende Beispiel von Teilmengen in R’

Es sei M eine Teilmenge von R’ und p € M. Dann sollte der Raum der Tangentialvek-
toren an p der Untervektorraum TpM(l) C R’ sein, sodass TpM(l) + p am besten M in
einer Umgebung von p anniihert. Zum Beispiel, wenn M = v(R), wobei v : R — R’ ~
Homdoomorphismus auf das Bild und

dy
V= —:R—=R"
T

nie null ist, sollte nach (L.1)) die Gleichung 70,y MY = R - 4(¢) fiir alle t € R sein. Also
wenn M hoherdimensionale ist, zum Beispiel M = 8™ C R™*! und p der Nordpol ist,
konnen wir den Tangentialraum definieren als

TpM(l) — {7(0) ‘ y:IL, = M, v(0)=p, 1oy glatt},

wobei ¢ : M — R’ die Inklusion und I, irgendwelches offene Intervall in R mit 0 € I sind.
Also sind die Tangentialvektore von M an p die Ableitungen der glatten Kurven in M, die
durch p laufen. Diese Definition stimmt mit dem Fall M = v(R), da, wenn a,b € R, dann
fur die reparametrisierte Kurve v, (t) := y(at + b) die Bedingung

Ya.0(0) = a7(b)

gilt. Es sei nun F : R® — RY eine glatte Abbildung, sodass d,F : RY — R durch (.1
definiert ist. Wenn N eine Teilmenge des RY mit F(M) C N ist, setzen wir

dpF(l) : TpM - TF(p)N> dPF(l) = dpF|TpM(1)'
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Diese Abbildung ist wohldefiniert: Wenn v € T,M") existiert v : I, = M glatt mit
v(0) = p und 4(0) = v, sodass die Kurve F o : I, — N, siche das Diagramm

M-—LE5N.,

A
7/
vy
T//Fo’y

L

auch glatt ist und

d .
SGENO) = dF - 5(0) = d,F -v.

Was sagen uns diese Definitionen, wenn M eine offene Teilmenge von R™ ist? In diesem
Fall haben wir einfach T, M (1) = R™ und daher dp,F 1) = d,F', da fiir alle v € R™ wir eine
glatte Kurve

Yot Ly, = U, mit 7,,(0) = p, ¥p,(0) =v

haben. Zum Beispiel kann man v, ,(t) := p +tv setzen, wobei I so klein gewéhlt werden
muss, dass p+tv € M fiir alle t € [.

Nach der Definition kénnen wir T, M (1) mit einem Quotientenraum von Kurven identi-
fizieren und zwar mit

T,M® = {7 LM ‘ (0)=p, 1or glatt}/w, o~ == A1(0) = 4 (0).
Wir haben die Bijektion
a:T,M® = T,MY  a([y]) = +(0).
Das Differential wird dann zu
d,F@ T,MP = TpyN@,  d,FP . [y] = [Fon).

Die Objekte T,M? und d,F® lassen sich besser als die entsprechenden Objekte T, MV
und d,, /M auf abstrakte glatte Mannigfaltigkeit iibertragen. Der Grund dafiir ist, dass wir
haben noch nicht eine Bedeutung zu # fiir eine Kurve in einer abstrakt Mannigfaltigkeit
gegeben aber kénnen wir die Aquivalenzrelation ~ mit Hilfe der Karten definieren. Das
werden wir im néchsten Abschnitt machen.

4.2 Die geometrische Definition

Wir definieren nun den Tangentialraum fiir abstrakte (also nicht mehr als Teilmengen des
euklidischen Raums betrachtet) glatte Mannigfaltigkeiten M.

Definition 4.1. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M ein Punkt. Wir definieren
den Tangentialraum von M an p

T,M = {7 : 1, — M glatt ‘ ~v(0) = p}/’“,
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wobei die Aquivalenzrelation ~ durch

M~y = V(U ) Karte um p, W 0T W o
gegeben wird. Wenn F': M — N eine glatte Abbildung ist, definieren wir das Differential
von F' an p
dp ' TyM — Trpy N, d,F - [y] = [F o7l A
Bemerkung 4.2. Die folgenden Eigenschaften stammen unmittelbar aus der Definition
des Differentials:

o fiir alle p € M gilt: dpidy, = idg,ar;
o firalle F: M = Nund G: N = O gilt: Vpe M, d,(GoF) =dpp)G - dpF. A

Wir haben die folgende gleichbedeutende Definition der Aquivalenzrelation, die den
Tangentialraum definiert.

Hilfsatz 4.3. Es seien v, : 1,, — M und v, : 1,, — M zwei glatte Kurven mit v,(0) =
p = 72(0). Dann

dleon)| _ dlwor)
n o~y < 3(U ) Karte um p, P T T @ o
Beweis. Wir zeigen, dass die rechte Seite die linke impliziert. Wir wissen, dass
dleom)| _ dlwom)
dt t=0 dt t=0
und wir nehmen eine beliebige Karte (W, ) um p. Wir berechnen
d(¥ o) d(poptopom) 1y dleom)
- = =d mH=r =z
dt t=0 dt t=0 (Ve @) dt t=0
- d(¢ 0 72)
=d )27 = 2)
(Ve @) dt t=0
_d@optopomp)
dt t=0
_ d(@ o) . -
dt t=0

Wir wollen nun zeigen, dass 7,M in Bijektion zu R™ mit m = dim M steht. Dazu
nehmen wir eine Karte (U, ¢) um p mit ¢ := ¢(p) und setzen

m d(po7)
pp: T,M —R™,  [7]— Tl (4.1)
Dann ist o, bijektiv mit Umkehrabbildung
ay i R™ = T,M, v [p oy, (4.2)

wobei 7,, : I — V eine beliebige Kurve mit ~,,(0) = ¢ und 4,,(0) = v. Nach Hilfsatz
ist die Abbildung in (4.2]) wohldefiniert und unmittelbar, dass die Abbildungen in (4.1]
und (4.2)) Inverse voneinander sind.
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Definition 4.4. Es sei (U, ¢) eine Karte um p mit ¢ = (z!,...,2™). Dann setzen wir

0
50 |, = Oz;;)(ez), Vi=1,...,m,
wobei e; = (0,...,1,...,0) die i-te Koordinatenvektor in R™ darstellt. A

Wir kénnen mithilfe der Abbildungen o, dem Tangentialraum die Struktur eines
reellen Vektorraums der Dimension m geben.

Satz 4.5. Es sei p ein Punkt auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Fir alle Karten ¢ =

(', ... 2™) und oo = (y', ..., y™) um p gilt

Qa0 gl = du(pa o)™,

wobei x = p1(p) und auf der rechten Seite das Differential gemafs der Definition (|L.1))
haben. Insbesondere ist o, ,oa ! ) ein linearer Isomorphismus. Wenn (U, ) eine beliebige
Karte um p ist, sind die Summe und die Skalarmultiplikation auf T,M gegeben durch

1]+ Dl i= agh (p(bnd) + ag(e)). A-Bl=agh(Maga(BD)  (43)

wohldefiniert. Dadurch wird o, zu einer linearen Abbildung, die die Koordinaten von
,,,,, p 117p die lineare
Abbildung des Basiswechsels. Das bedeutet, dass fiir alle (X*) € R™ und (Y7) € R™:
X'— Y =

Z ort

— Y — -
— p Z oy Ip — oz’

=1 Jj=t =

() X", (4.4)

wobei y7 die j-te Koordinate der Abbildung @, 0 @y ist. Daher folgt:

0 =L Oy 0 .
- = () —| , Vi=1,...,m.
8ZL'Z P et 8'%7' ay] P
Beweis. Wir berechnen mit Hilfe der Kettenregel
1 d

Qpg,p © a;hp(U) = O‘wz,p([@fl © Yo (p) o)) = im0 (@2 o 901*1 o ’Y<p1(p)7v>

= du(p2 007N Ay (),0(0)
=dg(pa0 801_1)(1) .

Wir zeigen nun, dass die Summe wohldefiniert ist (das Argument fiir die Skalarmuliplikation
erfolgt in dhnlicher Weise). Es ist zu zeigen:

0L (1) + g p(12])) = a7k, (1) + (1)
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Das ist dquivalent zu:

(Qgyp© O‘;},p) (O‘wl,p(hl]) + O‘em,p(hﬂ)) = Ay p([71]) + gy p([12])

Diese Gleichung stimmt, weil wir nach der Linearitét von o, , 0 a;', haben:

(v p © O‘;ﬂ,p) (asohp(hl]) + O‘m,p([%])) = (ap,po a;ll,p) 0 Ay p([m])

+ (Qpp © O‘;ll,p) 0 iy p([72])
= idgm 0 @y, p([n]) +idrm 0 gy p([72])-
Die anderen Eigenschaften folgen nun unmittelbar. ]

Aufgabe 4.6. Welche Klasse von Kurven stellt die Null in dem Vektorraum 7, M dar? A

Aufgabe 4.7. Es scien auf R*\ ([0, 00) x {0}) sowohl kartesische Koordinaten (', z?) als
auch Polarkoordinaten (r,0) € (0, 00)x (0, 27) gegeben Finden Sie die Ubergangsabbildung

und benutzen Sie sie, um die Darstellung von a und a in der Basis a == und 8 . Schreiben

Sie die Koeffizienten sowohl als Funktionen von (z?, :13 ) als auch als Funktlonen von (r,0).

A

Aufgabe 4.8. Es sei H ein reeller Vektorraum der Dimension n. Zeigen Sie, dass fiir alle
p € H eine kanonische Isomorphismus H — T, H besteht. A

Wir zeigen nun, dass das Differential einer glatten Abbildung eine lineare Abbildung
zwischen den Tangentialriumen mit der obigen linearen Struktur liefert.

Satz 4.9. Es set F': M — N eine glatte Abbildung und p ein Punkt in M. Fiir alle Karten
1= (', ...,2™) um p und o2 = (y',...,y™) um F(p) gilt

Qs F(p) odFoozmp—d(goQoFogp Hw, (4.5)

wobei x = p1(p) und auf der rechten Seite das Differential gemdfS der Definition (|1.1))
haben. Insbesondere ist d,F linear. Dadurch ist d,(¢s 0 F o ;1)) die Darstellung des
Differentials beziiglich der durch die Karten gegebenen Koordinaten. Es gilt daher:

noop noog
dpF<;Xaxi p>:;w8_yjp

wobei 7 die j-te Koordinate der Abbildung oy 0 F o o] ist.

m 8@}]
-(z) X'
=1 O* X

— Y/=

Beweis. Das Argument folgt dem, das im letzten Satz war:

_ d _
Qg F(p) © dpF 0 ozwlp(v) = a¢27p(p)([F 0 ] Lo %ol(p),u]) = &L:o (802 o Foyp) Yo %m(p),v)
= dy(pao Fopy )W - u.

Da ay, p, und o, p(p) lineare Isomorphismen sind, ist die Linearitdt von d,F' klar. O
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Definition 4.10. Es sei v : (a,b) — M eine glatte Kurve. Der Tangentialvektor von ~ zur
Zeit t € (a,b) ist

Y(t) = (- +1)],
wobei y(- +t) : (a+t,b+t) - M die umparametrisierte Kurve v(- + ¢)(s) = (s + t)
ist. A

Aufgabe 4.11. Es sei 7 : (a,b) — M eine glatte Kurve mi t Differential d;y : TR —
T,yM. Unter der Identifikation T;R = R zeigen Sie, dass

5(t) = diy - 1. A

4.3 Die Definition durch Koordinaten

Wir zeigen nun wie die Eigenschaft benutzt werden kann, um eine dquivalente Defini-
tion des Tangentialraums zu geben. Wir werden Zu diesem Zweck sei p ein Punkt auf einer
glatten Mannigfaltigkeit M. Es seien weiter A, = {(Uy, ¢x) trex die Menge aller Karten
um p im maximalen Atlas Ay, Wir setzen ¢ = o 0 ¢ ' und zp == p(p) fiir alle
k,k' in der Indexmenge K. Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf der disjunkten

-----

R™ fiir irgendwelche k£ € K liegen. Die Relation ist gegeben durch

| | AP o
(Eiztm ~ E)jmtm = o= aw;f (x) - &, Vi=1,....m.
=t 9Tk

Satz 4.12. Die Abbildung
T,M — ( | | Rm> [~

keK

induziert von T,M — R}, [v] = o, p[7Y] fiir ein beliebiges k € K ist eine Bijektion. [

Aufgabe 4.13. Beweisen Sie den Satz. Schreiben Sie dazu die Formel fiir die Summe, die
Skalarmultiplikation und das Differential in dem neuen Modell (| |, R™)/~. A

4.4 Die Definition durch Derivationen
4.4.1 Richtungsableitungen im R™

In dieser dquivalenten Definition des Tangentialraums bestimmen wir Tangentialvektoren
durch ihre Wirkung auf der R-Algebra von glatten Funktionen um p. Wenn M C R™ offen
ist, haben wir die Wirkung von v € T, M = R™ durch die Richtungsableitung

0 _of
f glatt um p %pf = aU(p)G]R
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gegeben ist. Diese Zuordnung liefert also ein lineares Funktional, die aulerdem die Leib-
nizregel erfiillt:

a% p(fg) = f(]ﬂ(% pg) + (8% pf)g(p)-

AuBlerdem haben zwei Funktionen fi, fo glatte um p, die auf eine Umgebung U von p
iibereinstimmen, die selbe Richtungsableitung:

9
ov

P

AR

fo

p

SchlieBlich lassen sich die Richtungsableitungen mit Hilfe von einer Kurve v, : I, , — M

p,v
mit v,,(0) = p und +,,(0) = v berechnen:

af

d
S (p) = dof v = dof 3pa0) = | (F o).

Diese letzte Eigenschaft erlaubt uns Richtungsableitungen auf allgemeinen Mannigfaltig-
keiten zu definieren.
4.4.2 Derivationen an einem Punkt

Definition 4.14. Es sei C;°M der Raum der Keimen von glatten Funktionen in p. Wir
haben nédmlich

C;OM::{f:UﬁRglatt‘pEUCM, U offen}/ ~,

wobei (f1 : Uy = R) ~ (fy : Uy — R) genau dann, wenn eine offene Umgebung Uy C
Uy, NU; von p existiert, sodass f; = fo auf Uys.

Der Raum der Keimen erbt von dem Raum der glatten Funktionen die Struktur einer
R-Algebra:

[fl] + [f2] = [f1|U12 + f2|U12]7 /\[f] = [/\f]v [fl] ’ [fZ] = [f1|U12 'f2|U12}' A

Aufgabe 4.15. Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist und dass die Struktur von
R-Algebra wohldefiniert ist. A

Aufgabe 4.16. Es sei U eine offene Umgebung von p in M. Zeigen Sie: C;°U = C*M. A
1

Bemerkung 4.17. Es sei ¢ = (z',...,2™) eine Karte um p. Dann ist 2] € C°M. A

Es ist leicht zu sehen, dass die Evaluierung
ev: M =R, ev([f]) = f(p)

ein wohldefinierter Homomorphismus von R-Algebren ist. Wir definieren dann Derivationen
auf C°M als die Funktionale, die kompatibel mit der Struktur von R-Algebra und der
Evaluierung sind.
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Definition 4.18. Es sei D, M der Raum der Derivationen auf p. Die Elementen von D, M
sind némlich lineare Abbildungen D : C;°M — R, die die Leibnizregel erfiillen:

D([fi] - [f2]) = ev([A]) - D([fa]) + D(IA]) - ev([f2])- A

Nachrechnen zeigt, dass D, M ein reeller Untervektorraum der Dualraum von Cp°M.
Der néchste wichtige Satz besagt, dass wir den Raum der Derivationen mit dem Tangen-
tialraum an p identifizieren diirfen.

Satz 4.19. Die Zuordnung

d(fov)

TpM — DpMa [’7] = D[“/]? D[W]([f]) = dr

(4.6)

t=0
liefert einen wohldefinierten linearen Isomorphismus.

Beweis der Wohldefinitheit und der Injektivitit im Satz [1.19] Wir zeigen zuerst, dass die
Zuordnung wohldefiniert ist. Es seien 7 ~ v, und (U, ¢) eine Karte um p. Dann

d(fomn) d(foptopom) 1 d(pom)
el UL —d St A Y]
dt t=0 dt t=0 v )(f oy ) dt t=0
1, d(p o)
=dyp)(foyp I)T o
_d(f o)
dt =0

Die Linearitéit und die Leibnizregel sind einfach nachzupriifen. Zum Beispiel

e e
SCAROE = I
= f1(p) Dy ([f2]) + Dy ([f1]) fo(p),

wobei wir die Leibnizregel fiir Funktionen von R nach R benutzt haben.
Wir kommen jetzt zu der Injektivitdt. Es seien [y;] und [y2] mit der Eigenschaft, dass
Dy,,) = Dy, Es sei nochmal ¢ = (z!,...2™) eine Karte um p. Dann lisst sich die i-te

Eintridge von a,,([y;]) fiir j = 1,2 berechnen als:

t=0

(f209)(0)

o~ i o~ )t LAy .
() = = = P,
Da i beliebig war, folgt es, dass a, ,([11]) = @ ,([12]), eine Eigenschaft, die gleichbedeutend
mit [y1] = [2] ist. O
Bemerkung 4.20. Es sei ¢ = (z!,...,2™) eine Karte um p. Wir wissen, dass 6‘; b=
o (e;) € T,M. Das heiflt, dass = b= (07 0 Yge,] Mit Yy, (t) = g + tes, ¢ := p(p). Dann
-1
D, (- A
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Um die Surjektivitit von [y] — Dpy zu beweisen benétigen wir den folgenden Hilfsatz.

Hilfsatz 4.21. Es sei B,(q) ein offener Ball des R™ und g € V' ein Punkt. Fir alle g €
C*®(B.(q)) glatt existieren glatte Funktionen gy, ..., gm € C®(B.(q)) mit der Eigenschaft:

o) = 9(0) + D ae) - (0 — ). ale) = (o)

Beweis. Wir benutzen den Hauptsatz der Integralrechnung auf t € [0, 1] — g(q +t(x — q))
und bekommen

9(q+ 1(z — )) — glq + 0(x — g)) = / Qo9 - (@ — g)dt

(/01 qu(x,q)gdt) (z—q)
=S ([ B e anar) -~ o).

=1

99
Oxt

Diese Funktionen sind glatt, da alle die z-Ableitungen von (g +t(r — q)) t-integrabel

sind. Aulerdem - 5
. g B _ 9y
)= [ G+ tla—a)dt = o) 0

Xz

Bemerkung 4.22. Wenn wir annehmen, dass g nur der Klasse C* ist, sind dann die
Funktionen g; der Klasse C*~!. Also kann man den Hilfsatz in diesem Fall nicht benutzen,
um die Surjektivitdt zu beweisen und tatséchlich ist der Raum der Derivationen auf C’;fM
unendlich Dimensional. A

Beweis der Surjektivitit im Satz .19 Es sei D : C;°M — R eine Derivation an p. Wir
zeigen zuerst, dass D(A) = 0 fiir alle konstante Funktionen A. Dank der Linearitdt geniigt
es zu zeigen D(1) = 0. Das folgt aber aus der Leibnizregel:

D(1)=D(1-1)=1-D(1)+ D(1)-1=2D(1).
Es sei nun ¢ eine Karte um p. Wir behaupten, dass D eine lineare Kombination der

Derivationen D , | ist. Genauer gilt:
dx? p

D=>" D(x’)Daai .
i=1 =P
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Es sei [f] € C;°M. Dann existiert ein Représentant f : ¢~ '(Ba(¢q)) — R fiir [f] mit
B.(q) € U und ¢ = ¢(p). Wir benutzen den Hilfsatz mit g := f o o~! und bekommen

f=fp)+ > (g0 9)(a’ —¢'). Dann
z%ﬂm+§]%MMf—¢D:Duwn+zy%@ow@tw®
+Zgl D(z' —q') + D(gi 0 9)(¢' — ¢')

Z fO(p (.1'1)

I
o

=1

=D

D(x"). O

817'

Wir schliefen diesen Abschnitt mit der Darstellung des Differentials von F' : M — N
auf dem Raum der Derivationen. Zuerst induziert das Pullback F* einen Homomorphismus
von R-Algebren:

Fr:CxyN = C*M,  FI[f]=[fo Fl.

Satz 4.23. Die Darstellung des Differentials von F' : M — N in p ist durch die duale
Abbildung F? : DyM — Dpy, N von F gegeben:
(F?- D)([f]) = D(E;[f]), VD€ D,M.

p

Beweis. Es sei D = Dy, fiir irgendwelche [y] € T,M. Dann fiir alle [f] € CF, N

d(foFoy)

Da,r([f]) = Dipoy[f] = dt =0

= Dy ([f o F]) = Dyy(F;[f]). -

5 Untermannigfaltigkeiten

5.1 Definition von Immersionen und Submersionen

Wir werden im diesen Abschnitt sehen, dass die Eigenschaften des Differentials, das lokale
Verhalten der Abbildung einfluflen. Um welche Eigenschaften geht es, wird in den néchsten
Definition klar gemacht.

Definition 5.1. Es sei F': M — N eine glatte Abbildung. Wir sagen, dass
e [ eine Immersion bei p € M ist, falls d,F" injektiv ist;
e [ eine Submersion bei p € M ist, falls d,F' surjektiv ist.

Eine Abbildung, die eine Immersion (bzw. Submersion) bei jeden Punkt ist, heifit einfach
Immersion (bzw. Submersion). Wenn F eine Submersion ist, heifit M, := F~!(p) die Faser
iiber p € M. AN
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Bemerkung 5.2. Wenn F' eine Immersion bei p ist, gilt dim M < dim N. Wenn F' eine
Submersion bei p ist, gilt dim M > dim N. A

Hilfsatz 5.3. Es sei F': M — N glatt. Dann sind
{p eM|d,F mjektz'v}, {p eM|d,F surjektz’v}
offene Teilmengen von M.

Beweis. Es sei p € M ein Punkt, sodass d,F’ injektiv ist. Wenn d, /" surjektiv ist, erfolgt
das Argument auf einer dhnlicher Weise.

Es seien ¢y, und ¢y Karten um p und F(p), sodass pyoFop,; : Vay — Vi wohldefiniert
und glatt ist. Wir betrachten A : Vj; — R™*" die glatte Abbildung, die zu = € Vy
die Jacobi-Matrix von @y o F o )} in z zuordnet. Dann geniigt es zu zeigen, dass A(z)
injektiv in einer Umgebung von ¢,/ (p) ist. Da A(p(p)) injektiv ist, gibt es eine quadratische
Untermatrix B(p(p)) von A(¢(p)), die durch das Streichen von n — m Zeilen gegeben ist,
und die invertierbar ist. Wir betrachten nun die Abbildung B : V) — R™*™ wobei B(x)
ist die Untermatrix, die wir aus A(x) durch das Streichen von den selben Zeilen wie fiir
q = pum(p) bekommen. Dann ist B(z) invertierbar genau dann, wenn det B(x) # 0. Also
A ist injektiv auf der Menge {z € V)s | det B(z) # 0}, die eine offene Umgebung von ¢(p)
ist, da B und det : R™*™ — R stetige Abbildungen sind. ]

Aufgabe 5.4. Es sei v : (a,b) — M eine glatte Kurve. Zeigen Sie, dass 7 eine Immersion
bei t € (a,b) ist, genau dann wenn, ¥(t) # 0 € T M. A

Aufgabe 5.5. Zeigen Sie, dass die Quotientenabbildungen R"**\ {0} — RP", C"*'\{0} —
CP™ und R™ — T" surjektive Submersionen sind. A

Aufgabe 5.6. Zeigen Sie, dass die Hopf-Abbildung
H: S — CP, H(zoy ..., 2n) =[20: ... 2y

eine surjektive Submersion ist. Hinweis: Benutzen Sie die vorherige Aufgabe. A

Aufgabe 5.7. Es sei G eine Lie Gruppe, M eine Mannigfaltigkeit und ¥ : G — Diff (M)
eine glatte linke Wirkung (siehe Definition [3.47)). Fiir alle p € N setzen wir ¥, : G — M
als U,(g) := U(g,p). Zeigen Sie, dass fiir alle h € Stab(p) ={h € G | ¥,(h) = p, } gilt

Fp = Fp 9 Rh, der = thp . deRh.

Also haben djF}, und d.F}, den selben Rang. Folgern Sie daraus, dass wenn F), eine Sub-
mersion bei e € G ist, ist dann Stab(p) eine Lie-Untergruppe. JAN
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5.2 Lokale Darstellung von Immersionen und Submersionen

In diesem Abschnitt geben wir eine lokale kanonische Darstellung von Immersionen und
Submersionen an. Der Satz wurde in Analysis III fiir offene Teilmengen im euklidischen
Raum schon bewiesen. Der Beweis fiir den allgemeinen Fall ldsst sich durch das Benutzen
von Karten zu jenem Beweis zuriickfithren. Wir lassen daher in diesem Skript den Beweise
fiir die folgende zwei Resultate aus.

Satz 5.8 (iiber Submersionen). Es sei F': M — N eine Submersion inp € M. Es existiert
eine Karte ¢ : Uyy — Vyy CR™™™ X R® = R™ um p, eine Karte oy : Uy — Vy CR" um
F(p), eine offene Teilmenge W C R"™™ sodass

V=W xVy,  F(Uy)CUy, @noFogy(z,y)=y.
Insbesondere ist F' eine offene Abbildung. ]

Satz 5.9 (iiber Immersionen). FEs sei F': M — N eine Immersion in p € M. Es existiert
eine Karte p : Uyy — Viy CR™ um p, eine Karte pny : Uy — Vy CR™ X R = R" um
F(p), eine offene Teilmenge W C R"™™ und ¢ € W, sodass

Vn =V x W, F(Uy) C Uy, oy o Fogyt(r)=(z,c). O

5.3 Charakteristische Eigenschaft von surjektiven Submersionen

Wir zeigen nun, dass surjektive Immersionen der glatte Analogon von Quotientenabbil-
dungen sind. Um diese Aussage zu begriinden brauchen wir erst eine Definition, die spéter
eine wichtige Rolle in der Theorie der Vektorbiindel auch spielt, und einen Hilfsatz.

Definition 5.10. Es sei 7 : M — N eine glatte Abbildung. Ein glatter Schnitt von 7 ist
eine glatte Abbildung ¢ : N — M, sodass wo o = idy. A

Aufgabe 5.11. Zeigen Sie, dass 7 surjektiv ist, falls 7 einen glatten Schnitt besitzt. A

Aufgabe 5.12. Es sei m; : My x My — M, die kanonische Projektion. Zeigen Sie, dass die
Schnitte von m Graphen von glatten Abbildungen von M; nach M sind. A

Hilfsatz 5.13. Es sei m : M — N eine glatte Abbildung. Die folgenden zwei Aussagen
sind gleichbedeutend:

1. 7 ist eine Submersion;

2. fir alle p € M gibt es einen lokalen Schnitt von m, der durch p lduft. Das heif§t: es
gibt Uy offene Umgebung von w(p) und einen Schnitt von |1y — Un.

Beweis. Es sei angenommen, dass 7 eine Submersion ist. Wir nehmen Karten ¢, und ¢
um p und 7(p), sodass

gpNo7rog0;/[1:W><VN—>VN, WO(PJT/}(%ZJ):SO&I(IU)-
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Fir ¢ € W setzen wir

o:Un =M,  a(q) = ¢y (pnlg c)).
Die Abbildung o ist glatt als Verkettung von glatten Abbildungen. Auflerdem gilt

moo(q) =moy (en(q),c) =y (en(q) = q.

Deshalb ist ¢ ein lokaler glatter Schnitt. Es sei umgekehrt angenommen, dass es fiir jede
p € M eine glatte Abbildung ¢ : Uy — M und ¢ € Uy gibt, sodass o(q) = p und
mo = idy, . Die Kettenregel liefert:

dp’ﬂ' . qu' = iquN
und daher ist d,m surjektiv. O

Satz 5.14. Es sei m: M — N eine surjetive Submersion. Es sei weiter eine glatte Abbil-
dung F : M — O gegeben, sodass fir alle c € N die Abbildung F konstant auf dem Urbild
n71(c) ist. Dann existiert eindeutig eine glatte Abbildung F : N — O, sodass Form = F.

Beweis. Fiir alle ¢ € N definieren wir F'(¢) = F(p), wobei p ein beliebiger Punkt in 771(q)
ist. Laut Voraussetzung hingt die Definition nicht von p im Urbild ab. Die Eigenschaft
F = F o ist dann offenbar.

Es sei nun ¢ € N fest. Wir nehmen p € 7 !(q) beliebig und einen lokalen Schnitt
o: Uy — 7' (Uy) um ¢ mit 0(g) = p. Dann

F|UN:F|UNoidUN:FlUNO(ﬂ-OO-):(F|UNO7T)OO-:F|7T’1(UN)OU'

Deshalb ist F|y, als Verkettung von glatten Abbildungen auch glatt. SchlieBlich ist F' glatt
nach Hilfsatz [3.32]iii. ]

Aufgabe 5.15. Zeigen Sie: es gibt Bijektione
C=(T") — C®(R") per = {f e O%(R") ] F(-+k)=f Vke Z”},
C=(RP") = C=(R™\ {0 )om = { f € CER™I\{0}) | f(A) = £, VA R\ {0} }.
A

5.4 Charakteristische Eigenschaft von injektiven Immersionen

In diesem Abschnitt wollen wir eine parallele Eigenschaft wie im Satz fiir injektive
Immersionen ¢ : N — O beweisen. Es sei ndmlich eine glatte Abbildung F' : M — O mit
F(M) C 1(N) gegeben. Dann existiert eindeutig eine Abbildung £ : M — N mit 1o F = F.
Die Frage ist nun: Ist es wahr, dass F glatt ist? Die Antwort zu dieser Frage ist nein, wie
die injektive Immersion

v (—m,m) — R u(t) = (sin(2t),sint)
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zeigt. Wir kénnen némlich die glatte Abbildung F' : (0,27) — R?, F(s) = (sin(2s), sin s)
betrachten. Dann F((0,27)) = «((—m, 7)) und

s fir s € (0,7),
F:(0,27) — (—m,7), F(s)=140 fir s =,
s —2m fir s € (m,2m).
Diese Abbildung ist nicht stetig und daher auch nicht glatt.

Dieses Beispiel zeigt, dass sogar die Stetigkeit der induzierten Abbildung nicht gewéhr-
leistet kann. Wir zeigen nun, dass wenn F' stetig ist, ist dann auch automatisch glatt.

Satz 5.16. Es sei v : N — O eine injektive Immersion und F . M — O eine glatte
Abbildung mit F(M) C «(N). Es sei angenommen, dass die induzierte Abbildung F': M —
N, die durch die Gleichung F = 1o F bestimmt ist, stetig ist. Dann ist F' auch glatt.

Beweis. Es sei p € M ein Punkt. Da ¢ eine Immersion ist, existieren Karten (Uy, pn) um
F(p) in N und (Up, o) um F(p) in O, sodass

pootopy VN =V x W, poouo(z)= (pn(z),c).

Da F stetig ist, gibt es eine offene Umgebung Uy von p in M, sodass F(UM) C Uy. Daher
gilt auch F'(Uy) C Up und deswegen existiert G : Uy, — Viy mit

voo F = (G,c).

Die Abbildung G ist glatt, da G = 7o o o F, wobei m : Viy x W — Vy die kanonische
Projektion ist. Daher ist auch goj_vl o G auch glatt. Wir sehen nun, dass F' = goj_vl o G:

Loy oG =gt opooitopy oG =gy o(pnopy oG c)=yp5 o(G.c)=F [

Es bleibt nur die Frage offen: fiir welche injektive Immersionen ¢ : N'— O ist fiir alle
F: M — O mit F(M) C «(N) die induzierte Abbildung F' stetig? Eine wichtige solche
Klasse ist in der folgenden Definition gegeben.

Definition 5.17. Eine Immersion F': M — N heifit Einbettung, wenn F' ein Homéomor-
phismus auf das Bild F(M) ist. A

Aufgabe 5.18. Zeigen Sie, dass T* — R?, [t] — (cos 27t, sin 27t) eine Einbettung ist. A

Satz 5.19. Es seit: N — O eine Einbettung und F': M — O eine stetige Abbildung mit
F(M) C «(N). Dann ist die induzierte Abbildung F': M — N stetig.

Beweis. Wenn ¢ eine Einbettung ist, ist die Topologie auf N die Initialtopologie beziiglich
t, da Uy offen in N genau dann, wenn existiert Up offen in O mit Uy = 71 (Up) (warum?).
Dann folgt der Satz aus der universellen Eigenschaft der Initialtopologie (siehe Abschnitt
2.8.3)). O
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5.5 Definition von Untermannigfaltigkeiten

Mittels der Sétze im vorherigen Abschnitt kénnen wir Immersionen und Submersionen
benutzen, um eingebettete Untermannigfaltigkeiten zu konstruieren. Wir brauchen dafiir
zwei Definitionen.

Definition 5.20. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge S C M heifit
Untermannigfaltigkeit von M der Dimension s < m oder der Kodimension m — s, wenn
fiir alle p € S eine Karte (U, ¢) von M um p existiert, sodass

e(SNU)=VnN(R®x{c})

fiir ein gewissenes ¢ € R*™™ wobei wir R® x R™™% = R™ identifizieren. Wir sagen, dass die
Karte (U, ¢) angepasste zu der Untermannigfaltigkeit S ist. JAN

Bemerkung 5.21. Eine Untermannigfaltigkeit S ist lokal abgeschlossen in M mit der
Teilraumtopologie. Es folgt aus Satz ([2.66]), dass es eine offene Umgebung U von S gibt,
sodass S abgeschlossen in U ist. A

Beispiel 5.22. Es sei F': M — N eine glatte Abbildung. Dann ist der Graph

Lp = {(p1,p2) € M X N | p2 = F(p1)}

eine Untermannigfaltigkeit von M x N der Dimension m. Es sei ndmlich (U; x Us, v1 X ¢2)
eine Produktkarte um (p1,ps) € M x N, sodass F'(U;) C U,. Wir setzen G := py0 Fop;!
und definieren den Diffeomorphismus

v ‘/1 X ‘/2 -V = \I’(Ul X UQ), \11(131,1’2) = (l’l,IQ — G(I‘l))
Dann ist (U; X Uz, ¢ := W o (1, 2)) die gewiinschte Karte. A

Definition 5.23. Eine Lie-Untergruppe H von einer Lie-Gruppe G ist eine Teilmenge
H C G, die sowohl eine Untergruppe als auch eine Untermannigfaltigkeit ist. Dann ist H
eine Lie-Gruppe und ¢ : H — G ein Homomorphismus von Lie-Gruppen. A

Satz 5.24. Es sei S C M eine Untermannigfaltigkeit der Dimension s. Dann existiert ein
Atlas auf S, sodass S eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension s ist und die Inklusion
t:S — M eine Einbettung ist.

Beweis. Wir versehen S mit dem Teilraumtopologie. Dann ist S hausdorffsch und mit
abzéhlbarer Basis, da M die selben Eigenschaften hat.
Es sei nun p € S und (Up,ar, @p,nr) eine Karte um p in M mit

Op (SN Upnr) = Vo N(R? x {0}).
Wir setzen
Ups = SNUpn, Vps:=Vour V(R x{0}), ops:=wpumlu,s: Ups — Vps.
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Dann ist V, ¢ offen in R® und ¢g ist als Einschrénkung von einem Homoéomorphismus
nochmal ein Hom&omorphismus denn wir benutzen die Teilraumtopologie. Wir behaupten,
dass Ag := {(U,.s, ¥p.s) }pes ein Atlas auf S ist. Wir haben nédmlich

Ppa,M © (p;ll,M (l’, O) = (SOPQ»S © (10;11,5'(1‘)7 O)

Dabher ist ¢, s © g0;117 g glatt denn so ist @p, a7 30;1{ - Wir zeigen nun, dass die Inklusion ¢ :
S — M eine Einbettung ist. Da S mit der Teilraumtopologie versehen ist, ist ¢ automatisch
ein Homdomorphismus auf das Bild. Auflerdem haben wir 5, := ¢, ot o @Zj’}g mit j,(x) =

(,0) und d,j5" : R™ — R™ ist die injektive lineare Abbildung d,7%" - v = (v,0). Dann ist
d,¢ injektiv nach (4.5). O

Satz 5.25. Essei F': M — N eine Finbettung. Dann ist F(M) eine Untermannigfaltigkeit
von N der Dimension dim M und F : M — F(M) ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Es wird in Aufgabe 6-1 und Aufgabe 6-2 in dem Zettel bewiesen. ]

Satz 5.26. Es sei F': M — N eine glatte Abbildung und es sei ¢ € F(M) gegeben, sodass
F eine Submersion in jedem p € F~(q) ist. Dann ist F~'(q) eine Untermannigfaltigkeit
von M der Kodimension n und, wenn v : F~1(q) — M die Inklusion ist, gilt

dp(T,(F () ) = kerd,F C T,M,  Vpe F'(q) (5.1)
Beweis. Es sei p € F~1(q) und es sei (Uy, oar) und (Uy, ) Karten um p und ¢, sodass
Gy, =pnoFopy : W xVy— Vy, Gp(z,y) =v.
Es sei (zp,yp) := @m(p), sodass y, = ¢n(g). Dann

ev(FHq) NUwu) =W x {yp} = (W x Vy) N (R*™ x {y,}).

Da p € F~!(q) beliebig war, haben wir bewiesen, dass F~!(q) eine Untermannigfaltig-
keit von M der Dimension m — n ist. Um die Formel zu zeigen, beweisen wir, dass
degp(R™7") = ker d(5,0)Gp, wobei 7, = gpMOLogpgil(q). Wir wissen aber, dass j,(x) = (z,y,)
und G,(z,y) = y. Daher ist d,7-u = (u,0) und d(;,0)Gp(u, v) = v und die gewiinschte For-
mel ist offenbar. O

Bemerkung 5.27. Es sei S die n-Sphéire mit der glatten Struktur aus Abschnitt
Wir behaupten, dass die Inklusion ¢ : S — R"™! eine Einbettung ist. Die Inklusion ist
ein Homdomorphismus auf das Bild, weil die Topologie auf S]' die Teilraumtopologie ist.
Auflerdem haben wir die Darstellung

idR”'HL © (prjt)il(y) = <y17 sy Vi1, +/r? — |y|27yi7 s 7yn)

Es ist offenbar zu sehen, dass diese Abbildung glatt ist und ein injektives Differenzial an
jedem y € B;(0) besitzt.
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Wir kénnen S™ auch als Niveaumenge einer Funktion erfassen. Wir setzen f : R™™! —
R, wobei f(z) = 3|z|*. Dann ist SP = f~!(r?/2). AuBerdem d, f-v = (z, v), das euklidische
Skalarprodukt zwischen x und v. Also d, f # 0 fiir alle  # 0 und wir folgern aus Satz
dass

dt(T,5") = kerd, f = {v € R"™" | (x,v) = 0}. A

Beispiel 5.28. Es sei K = R oder K = C. Die Determinante det : GL,(K) — R\ {0} ist
ein Homomorphismus von Lie-Gruppen. Es sei SL,(K) := kerdet = det™'(1). Wir haben
dedet-H = Spur(H). Da d. det -(Ae) = nA fiir alle A € K gilt, sehen wir nach Aufgabe
und Bemerkung [3.49] dass det eine Submersion an jedem Element von SL,(K) ist. Daher
ist SL,(K) eine Untermannigfaltigkeit in G L, (K) der Kodimension dimg K. A

Beispiel 5.29. Wir definieren die glatte rechte Wirkung

Sym, (R) x GL,(R) — Sym,,(R), (S, A) — ATSA.
Da jede S € Sym,,(R) eine symmetrische Bilinearform Bg : R” x R® — R durch Bg(u,v) =
(u, Sv) induziert, konnen wir diese Wirkung als die Wirkung (B, A) — B(A-, A-) auf dem

Vektorraum von symmetrischen Bilinearformen.

Es seien nun p, ¢ natiirliche Zahlen, sodass n = p + ¢q. Wir definieren ™7 € Sym,, (R)
als die diagonale Matrix mit

P _ 1 fir j=1,...,p;
77 -1 firj=p+1,...,n.

Wir definieren F,, : GL,(R) = Sym,,(R) als F}, ,(A) = ATI??A und setzen
O(p. ) i= Fy (") = Stab(1")
(siehe Definition . Es herrscht die Symmetrie O(p, q) = O(q,p). Es gilt
d.F,,: ol,(R) = Sym,(R),  d.F,,H=H"I""+I"H, VYHEgl,(R).
Das Differential ist surjektiv, da
deF,,(31798) = S, VS € Sym,(R).
Daher ist O(p, q) eine Lie-Untergruppe von G L, (R). Wenn A € O(p, q), dann
det(AT 71 A) = det [P
Daher det A = 4+1 und beide Moglichkeiten erfolgen kénnen. Dann ist
SO(p,q) := O(p,q) N SLn(R)

eine offene Untergruppe von O(p, q).
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Wenn p = n und ¢ = 0, dann schreiben wir O(n) := O(n,0) und SO(n) := SO(n,0).
In diesem Fall ist SO(n) kompakt und zusammenhéngend.

Wenn p und ¢ beide positiv sind, besitzt SO(p,q) zwei zusammenhéngende Kompo-
nenten SOT(p,q) und SO~ (p, q). Daher besitzt O(p, q) vier Komponenten, die wie folgt
beschrieben werden kénnen. Wenn A € O(p, ¢) konnen wir die Zerlegung RPT¢ = R? x R?
benutzen um A als Blockmatrix zu erfassen:

(A, B
A= F)
Da A die Bilinearform Bjr. erhilt, kann man sehen (wie?), dass A, und A_ invertierbar
sind. Die vier Komponenten von O(p,q) werden durch die Vorzeichen von det A, und
det A_ bestimmt. Insbesondere ist A € SO (p,q) wenn det A, und det A_ positiv sind

und A € SO~ (p,q) wenn det A, und det A_ negativ sind. Schlieflich ist SO™(p, ¢) nicht
kompakt fiir p,q > 0. A

Aufgabe 5.30. Wir betrachten die glatte rechte Wirkung
Sym, (C) x GL,(C) — Sym,,(C), (S,A) — A*SA.

wobei Ax := AT die komplex koniugierte transponierte Matrix ist. Zeigen Sie, dass der
Stabilisator der Einheitsmatrix

U(n) := Stab([I)

eine Lie-Untergruppe von GL,(C) ist. Berechnen Sie ihre Dimension und beschreiben Sie
den Tangentialraum T.U(n). Zeigen Sie weiter, dass

SU(n) :=U(n)N SL,(C)

auch eine Lie-Untergruppe ist. Berechnen Sie ihre Dimension und beschreiben Sie den
Tangentialraum 7,SU (n). A

Aufgabe 5.31. Es seien m : M — O eine surjektive Submersion und F' : N — O eine
glatte Abbildung. Das Faserprodukt von 7 und F' ist definiert als

M oxp N :={(p1,p2) € M x N | w(p1) = F(p2)}

Zeigen Sie, dass M ,x g N eine Untermannigfaltigkeit von M x N der Kodimension dim O ist
und dass die kanonischen Projektionen vy, : M ;xp N — M und vy : M xp N — N glatt
sind und dass vy eine surjektive Submersion ist. Wenn F' auch eine surjektive Submersion
ist, folgern Sie daraus, dass

II: M xp N—=O, Il(pi,ps):=mr(p)
eine Submersion ist und dass

I~ *(p) diffeomorph zu 7 '(p) x F~*(p), VpeO. A
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Der Begriff von Mannigfaltigkeit hat sich wahrend einer langen Zeit entwickelt. Einer
der Meilensteine auf diesem Weg wurde von Poincaré 1895 in seinem Artikel Analysis Situ
gesetzt, wo er Mannigfaltigkeiten extrinsisch definierte als Untermannigfaltigkeiten des eu-
klidischen Raums ungeféhr nach der Definition Die intrinsische Definition wurde
1936 erstmal von Hassler Whitney auf einer mathematischen Zeitschrift veroffentlicht. In
seinem Artikel bewies er, dass die extrinsische und die intrinsische Definition dquivalent
waren. Er vertieft seine Entdeckung 1944 mit dem folgenden Resultat.

Satz 5.32 (Whitney’s hard embedding theorem). Fir alle Mannigfaltigkeit M existiert
eine Finbettung v : M — R2dmM, O

Bemerkung 5.33. Wenn M gegeben ist, konnte man sich fragen, welche die minimale
Dimension w(M) ist, sodass M eine Einbettung in R*) besitzt. Nach dem Satz von
Whitney wissen wir, dass w(M) < 2dim M. Wenn M = RP™ und m eine Potenz von 2
ist, gilt genau w(M) = 2dim M. In vielen Fillen ist aber w(M) < 2dim M. Zum Beispiel
gilt w(S™) =m+1=w(T™) (warum?). A

6 Vektorbiindel

Im Abschnitt 4] haben wir fiir jeden Punkt p einer Mannigfaltigkeit M mit m := dim M
einen Vektorraum der Dimension m definiert, den Tangentialraum 7, M, dessen Elementen
Aquivalenzklassen [y], von Kurven durch p sind, wobei wir die Notation [], statt [7]
einfithren, um klar zu machen im welchen Tangentialraum die Klasse wohnt.

Wenn wir den Tangentialraum einer Untermannigfaltigkeit M des R™ betrachten (zum
Beispiel S” C R™*1), sehen wir aber auch, dass T, M kontinuerlich mit p variiert. Kénnen
wir diese Kontinuitét fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten prézis definieren? Ja, indem wir
auf

T™ = | | T,M,

peEM

dem sogenannten Tangentialraum von M, eine glatte Struktur konstruieren. Das wird
uns motivieren, den allgemeinen Begriff von Vektorbiindel zu betrachten, das heifit eine
beliebige Familie von Vektorrdumen p +— F,, die kontinuerlich mit dem Punkt p € M
variieren.

6.1 Der Tangentialraum einer Mannigfaltigkeit

Um eine glatte Struktur auf 7'M zu definieren werden wir Hilfsatz [3.24] anwenden. Wir
betrachten zuerst die kanonische Projektion

m:TM — M, m([V]p) = p.

Es sei weiter Ay = {(U,¢)}icr ein Atlas auf M, der die Voraussetzungen 4 und 5 im
Hilfsatz |3.24] erfiillt. Dann fiir alle ¢ € I und p € U; haben wir den linearen Isomorphismus
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Qy,p Ty M — R™ definiert. Das gibt uns eine Bijektion

O H(U) = VixR™, @i([]y) = (ilp), aip(7p)) (6.1)
wobei V; x R™ eine offene Menge des R?™ ist. Die Inverse ist gegeben durch
1 0

(I)Zl(xvv) = (30;1(1%05

%mfl(w)(v)) o RG]

Wir setzen Aras := {(771(U;), ®;) }ier. Dann {771(U;) }ies ist eine Uberdeckung von T'M.
Fiir ¢, j € I bekommen wir

(bj o Cbl_l : Qoz(Uz N UJ) x R™ — QOJ(UZ N U]) X Rm,
wobei nach Satz [4.5] die folgende Formel gilt:

P o @fl(qav) = (¢ij(Q)7dq¢§;) 'U)7 Yij == @; 0 SOZ-_I-

Die rechte Seite ist glatt, da 1;; glatt ist (hier ist nochmal wichtig mit glatten Mannigfal-
tigkeiten statt einfach C*-Mannigfaltigkeiten zu arbeiten).

Also erfiillt Ar,, die Voraussetzungen 1, 2 und 3 im Hilfsatz [3.24] als auch die Voraus-
setzungen 4 und 5 (warum?). Wir schliefen daraus, dass (T'M, [Ary]) eine glatte Mannig-
faltigkeit ist. Aulerdem ist 7 : TM — M eine glatte Submersion, da sie sich so in lokalen
Koordinaten schreiben lésst:

promo® (g v) = g
Beispiel 6.1. Wenn U C R" offen ist, haben wir den Diffeomorphismus
Gy S TU U XRY, [, (p,5(0). A
Wenn F': M — N eine glatte Abbildung ist, definieren wir
dF :TM = TN,  dF(1),) = [F or]ep).

Es seien (Uys, ¢ar) und (Uy, @) Karten mit F(Uy;) C Uy. Dann dF (73, (Unr)) € 7' (Un)
und, wenn wir ¢ 1= py o F o ¢, defineren, gilt die lokale Darstellung

By o dF o B3} (g,v) = (Vr(q),dbev), (6.2)

wobei @ und @ durch (6.1) mit p; = ¢y und @; = pn gegeben sind. Also ist dF glatt,
da g glatt ist. Schliefllich konnen wir Vektorfelder einfiihren.

Definition 6.2. Ein glattes Vektorfeld X auf M ist ein glatter Schnitt von 7 : TM — M.
Das heifit: X : M — TM ist eine glatte Abbildung mit X (p) € T,M fiir alle p € M.
Der Nullschnitt ist die Abbildung O7y : M — TM, sodass Oy (p) der Nullvektor im
Vektorraum T,M fiir alle p € M ist. Die Nullstellen von X sind die Punkten p € M,
fiir die X(p) = Orpr(p). Wir schreiben X (M) fiir die Menge der glatten Vektorfelder auf
M. A
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Bemerkung 6.3. Essei X : M — T'M ein Schnitt von 7w : TM — M, der nicht unbedingt
glatt ist. Wenn (U, ¢) eine Karte auf M und (7'M, ®) die entsprechende Karte auf 7'M
ist, existiert dann eine Abbildung X¢ : V' — R™, sodass

PoX oy (q) = (¢, Xa(q))

Deshalb ist die Abbildung X glatt (und somit ein glattes Vektorfeld) genau dann, wenn
Xo glatt ist fiir alle Karten ®. JAN

Bemerkung 6.4. Wir behaupten, dass die Menge X' (M) die Struktur einer C*°(M )-Modul
besitzt. Wenn f € C°(M) und X € X'(M) setzen wir fX : M — TM als das punktweise
Produkt (fX)(p) = f(p)X(p) fir alle p € M. Nach der vorherigen Bemerkung sehen wir,
dass (fX)e = (f o o 1) Xs. Also die rechte Seite ist glatt als Multiplikation zwischen
glatten Abbildungen. VAN

Beispiel 6.5. Es sei v € R". Dann ist

9 - n
pH%p:aid;{n(p’fU>7 pGR

ein Vektorfeld auf R”, die wir als % : R" — TR" bezeichnen. Wenn ¢ € R" und 7, : R" —
R™ die Translation 7,(x) = x + ¢ ist, dann gilt

0 0

quO%:%

o T,
Es sei nun 7 : R" — T" 7(p) = [p] die Quotientenabbildung. Wir behaupten, dass die
Abbildung

Pl e T s dyr - 2 P € T

ov

ein wohldefiniertes Vektorfeld auf T™ liefert. Wohldefinitheit: Wenn p’ € R™ ein weiterer
Punkt mit [p'] = [p|, dann k := p’ — p € Z" und, wenn 7, : R® — R" die Translation ist,
bekommen wir 7 o 7, = 7. Daher

0

= dp/ﬂ'

p’ ov

)
p

0 0
p:dp(’]TOTk)'% :dﬂ-

p P 81}

dp/ﬂ' . = dp’7T . dek P

v (p) v >
Glattheit: Es sei ¢ : U — V eine Karte um p, die zu dem Standard-Produktatlas gehort,
sodass ¢! = 7|y,. Dann ist

0
Oy <de0*1(q)7r "9

) = (4 @0 (o7 05l s 0)) = (@ dylpom)®-0) = (q.0)

e '(q)

und die Abbildung ¢ — (g, v) ist offensichtlich glatt. Wir bezeichnen auch dieses Vektorfeld
als £ :T" — T'T". A
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6.2 Definition von Vektorbiindeln

Definition 6.6. Es sei 7 : F — M eine surjektive Submersion, sodass jede Faser £, :=
7~ !(p) die Struktur eines k-dimensionalen Vektorraums besitzt. Eine Trivialisierung von
7 iiber einer offenen Menge U von M ist ein Diffeomorphismus x : Ey — U x R¥ mit
Ey =7 Y(U), sodass fiir alle p € U gilt:

(i) x(E,) = {p} x R¥, (i) X|g, : B — {p} x R* st ein linearer Isomorphismus.
Fiir alle p € U existiert daher ein linearer Isomorphismus &(p) : E, — R*, sodass

x(e) = (m(e),&(n(e)) - e), Ve € Ey. A

Bemerkung 6.7. Die Bedingung x(E,) = {p} x R* fiir alle p € U lisst sich auch als
m o x; = 7 reformulieren, wobei m; : U x R¥ — U die Projektion auf den ersten Faktor
ist. A

Bemerkung 6.8. Wenn y; und Y, zwei Trivialisierungen von 7 iiber U; und U, offene
Teilmengen von M sind, dann die Bedingungen (i) und (ii) implizieren, dass es eine glatte
Abblldung A12 : U1 N U2 — GLk(R) mit

xzoxi!: (UiNUz) xR — (UiNla) xRY, xa0x7'(p,v) = (p, Ara(p) - v)
existiert. Die Abbildung A;, heifit Ubergangsfunktion zwischen den Trivialisierungen. A

Definition 6.9. Ein reelles Vektorbiindel vom Rang £ iiber eine Mannigfaltigkeit M der
Dimension m ist eine surjektive Submersion 7 : £ — M zwischen einer Mannigfaltigkeit
E (der Dimension k +m), dem sogennannten Totalraum des Biindels) und der Mannigfal-
tigkeit M, der sogenannten Basis des Biindels, mit den folgenden Eigenschaften:

1. jede Faser E, := 7 '(p) besitzt die Struktur eines k-dimensionalen Vektorraums,
dessen Nullelement mit 0, bezeichnet wird;

2. es gibt eine offene Uberdeckung {U; }ic; von M und eine Familie von Trivialisierungen
{xi: By, = U; x Rk}ie ; von 7 iiber den Elementen der Uberdeckung.

Wenn 7 eine Trivialisierung x : £ — M x R¥ iiber die ganze M zuliisst, sagen wir, dass 7
ein triviales Vektorbiindel ist. JAN

Bemerkung 6.10. Wir werden oft ein Vektorbiindel 7 : F — M mit seinem Totalraum
E identifizieren, wenn die Abbildung 7= vom Kontext klar ist. A

Beispiel 6.11. Wenn 7 : £ — M ein Vektorbiindel und U eine offene Teilmenge von M
ist, ist die Einschrinkung 7y : 77 1(U) — U ein Vektorbiindel iiber U. A

Beispiel 6.12. Fiir alle Mannigfaltikeiten M und alle natiirliche Zahlen k ist die Stan-
dardprojektion M x R™ — M ein triviales Vektorbiindel vom Rang k. A
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Beispiel 6.13. Das Tangentialbiindel 7 : TTM — M ist ein Vektorbiindel vom Rang
dim M. Wenn (U, ¢;) eine Karte von M ist, ist dann

Xi:m (U) = UxR™, Xi([Y]p) = (Ps 2 p([V]p))

eine Trivialisierung denn o, , ein linearer Isomorphismus ist und y; ein Diffeomorphismus
ist, da x; = (¢; !, idgm)o®; gilt und (; !, idgm ) und ®; Diffeomorphismen sind denn ¢; und
®; Karten von M und T'M sind. Die Ubergangsfunktion zwischen zwei Trivialisierungen
ist

Ay UinUj = GLu(R),  Ay(p) = dp¥ll,  wobei ¢y =097t A

6.3 Rahmen

Wenn y : By — U x RF eine Trivialisierung eines Vektorbiindels 7 : £ — M ist, bekommen
wir k glatte Schnitte

o, : U — FE, oi(p) = Xi_l(p,ei), i=1,...,k,

sodass 01(p), ..., ox(p) eine Basis von E, fiir alle p € U sind.
Wir geben also die folgende Definition.

Definition 6.14. Es sei U eine offene Menge von M. Ein (lokaler) Rahmen von 7 iiber
U ist eine k-Tupel von glatten Schnitten oy,...,0, : U — Ey von 7w iiber U, sodass
o1(p), ..., 0x(p) eine Basis von E, fiir alle p € U geben. A

Bemerkung 6.15. Nach der Definition von Vektorbiindel besitzt jeder Punkt p € M eine
Umgebung U, iiber die ein Rahmen von 7 existiert. Wir sagen, dass solcher Rahmen ein
lokaler Rahmen um p ist. A

Wir haben gesehen, dass einen Trivialisierung iiber U einen Rahmen iiber U liefert.
Umgekehrt konnen wir aus einem Rahmen eine Trivialisierung konstruieren.

Hilfsatz 6.16. Es seim: EE — M ein Vektorbiindel und es sei oy, ..., 0 ein Rahmen tiber
einer offenen Teilmenge U von M. Die Abbildung

k
u:UXRk—)EUa (p,U)HZUi-Ui(p), UZ(”I)"WUIC)
i=1

ist ein Diffeomorphismus, dessen Inverse x := u~! eine Trivialisierung tiber U ist.

Beweis. Die Abbildung g ist faserweise linear und eine Bijektion, da die o; einen Rah-
men bilden. Zu zeigen, dass p ein Diffeomorphismus ist, reicht es zu beweisen, dass p ein
lokaler Diffeomorphismus ist. Es sei dafiir p € U beliebig und x’ : Eyr — U’ x R¥ eine
Trivialisierung um p. Wir haben die glatte Abbildungen

v : UNU — R¥, vi(p) = T (X' (0s(p))), wobei my : UNU' — RF = R*
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die Projektion auf den zweiten Faktor ist. Die Matrixabbildung A : UNU" — GLk(R), die
diese Abbildungen als Spalten hast ist auch glatt und mit Werten in GLg(R), da die o; ein
Rahmen sind. Dann gilt

Xop: (UNU) xR = (UNU) xR, xoulpv)=(p,Alp) - v)
und
p o ()T (UNU) xR 5 (UNU) xRE, 7 lo () Hp,v) = (p, Alp) ™ - v).

Daher sind x’ o g und g~ o (x')~! glatt. Da x’ ein Diffemorphismus ist, folgt es daraus,
dass g und gt glatt auf (U NU’) x R¥ und Eyqyr sind. O

Aufgabe 6.17. Es sei m: EE — M eine surjektive Submersion und I1: E, x, EE— M das
Faserprodukt. Wir sagen, dass 7 ein schwaches reelles Vektorbiindel der Dimension £k ist,
wenn es drei glatte Abbildungen O : M — E, uyp : RxXx E - Fund +g: E; X, E — FE
gibt, sodass

e Og ein Schnitt von 7 ist;

e up(Rx E,) C E,, und +g((E,)~ X (E,)) C E, fiir alle p € M gilt;

o (Ep, +E|(B)rxr(E,) HE|RxE,) eine reelle Vektorraumstruktur der Dimension & liefert.
Zeigen Sie: ein schwaches Vektorbiindel ist ein Vektorbiindel genau dann, wenn es einen

Rahmen {iber die Umgebung von allen Punkten besitzt. A

6.4 Kriterium fiir die Konstruktion von Vektorbiindeln

Zu zeigen, dass T'M eine Mannigfaltigkeit und sogar ein Vektorbiindel ist, haben wir den
Hilfsatz benutzt. Wir kénnen weiter diesen Hilfsatz anwenden, um ein entsprechendes
Kriterium fiir allgemeine Vektorbiindel zu formulieren. Das wird eine wichtige Rolle in den
algebraischen Konstruktionen im néchsten Abschnitt spielen.

Satz 6.18. FEs sei M eine Mannigfaltigkeit, E eine Menge und w : E — M surjektiv,
sodass es einen Atlas A = {p; : Uy — Vitier auf M und eine Familie von Bijektionen
{xi: Ey, = U; x RF};er mit den Eigenschaften:

e m oy; =, wobei m; : Uy x R¥ — R¥ die Standardprojektion ist;

o fiir alle i,j € I gibt es eine glatte Abbildung A;; : U; NU; — GLE(R), sodass
Xi o X (p.v) = (p. Ay(p) - v).

Dann besitzt 7 : E — M die Struktur eines Vektorbiindels vom Rang k, wobei {x;}icr
Trivialisierungen sind.
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Beweis. Es sei die Familie {®; : Ey, — V; x RF},c; definiert als ®; := (¢; ', idgs) 0 xi.
Diese Familie geniigt die Eigenschften 1,2,3 im Hilfsatz [3.24] und auch die Eigenschaften
4,5, wenn so A macht. Nach Hilfsatz ist F eine glatte Mannigfaltigkeit. Die Abbildung
7 ist eine glatte Submersion, da ¢; o m o ®;'(¢q,v) = ¢. Die Vektorraumstruktur auf den
Fasern wird wie im Fall des Tangentialraums (siche Formel durch die Trivialisierungen
i definiert. Wenn v; = x; ' (p, u1) und vy = x; *(p, u2), dann

0 =X, ' (0.0),  vitve=x"(purtu),  A-v=x'(p ), VAER

Diese Definitionen héngen nicht von 7 € I ab, da nach Voraussetzung x; o x; (q, v) linear
in v ist. O]

Bemerkung 6.19. Wie der obige Beweis verdeutlicht, eine Familie von {x; : Ey, — U; X
Rk}ie] wie oben zu haben, ist gleichbedeutend dazu, eine Familie {®; : Ey, — V; x Rk}ie[
mit glatten Abbildungen B;; : ¢;(U; NU;) — GLE(R) fir alle 4, j € I, sodass

mo®; =y o, ®; 0@ (q,0) = (Wi(q), Bij(q) - v), Wi :=j09; ", Vijel
Wir haben dann die Relation x; = (¢;,idgx) o ®; und A;; = B;; o S0i|UmUj- A

Die Familie der ®;, die in diesem Abschnitt auftaucht, liefert einen Atlas fiir £. Wir
konnen dann diese Familie weiter benutzen, um eine Trivialisierung fir npg : TE — E
iiber 771(U;) zu konstruieren:

)Zi : TEﬂ_l(Ui) — Wﬁl(Ui) X Rerk? )ZZ([W]O = (57 Oéq;l.,g([’)/]g)) (63)

Wenn (q,v) := ®;(¢) € V; x RF € R™™* und ¥;; := ®;0®; !, sind die Ubergangsfunktionen

~ ~ Ay 0

Aij : W_I(Ui N U]) — GLm-‘rk(R)a Aij (g) = d(q,v)qjggl) = ( q(l)J 5
(quij ) v Bij(q)

wobei wir d(q,v)\IJS-)

haben.

als Blockmatrix beziiglich der Zerlegung R™+*k = R™ x R* geschrieben

6.5 Homomorphismen von Vektorbiindeln

Es fehlt uns noch glatte Abbildungen zwischen Vektorbiindeln zu definieren, die die lineare
Struktur erhalten.

Definition 6.20. Es seien m : By — M; und 7y : By — M, zwei Vektorbiindel. Eine
glatte Abbildung F': E; — FEs heifit Biindelhomomorphismus, wenn

1. eine glatte Abbildung F : M; — M, existiert, sodass my 0o F' = F o 7y, nimlich F
bildet Fasern auf Fasern ab, oder das folgende Diagramm kommutativ ist

El—F)EQ;

Ml—F>M2
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2. die Einschrankung F|g,), : (£1), = (£2), linear ist.

Wir sagen dann, dass F' die Abbildung I hochhebt. Wenn ein Biindel-Homomorphimsus G :
Ey; — B existiert, sodass G o F' =idg, und F oG = idg,, heifit F' Biindel-Isomorphismus.

A
Beispiel 6.21. Wenn F' : M — N eine glatte Abbildung ist, ist dF" : TM — TN ein
Biindel-Homomorphismus. A

Beispiel 6.22. Ein Vektorbiindel £ vom Rang k iiber M ist isomorph zu M x R* genau
dann, wenn F trivial ist. A

Bemerkung 6.23. Es sei F': Ey — [ ein Biindelhomomorphismus. Fiir jeden Punkt p €
M, existiert eine Trivialisierung x» : (Es)y, — Uz X R um F(p) und eine Trivialisierung
x1:2: (E)y, — Uy x RE2 um p, sodass

F(U) C Uy, xa0Foxi'(W,v)=(F),Ar(p)-v),  V(p,v) € Uy x R,

wobei Ap : Uy — Mat(kq, ki) glatt ist. Umgekehrt sei F': My — My glatt und F : E; — Ey
eine Abbildung, fiir die fiir jeden p € M eine glatte Abbildung Ar wie oben existiert. Dann
ist F' ein Biindelhomomorphismus (siche Aufgabeblatt 8). A

Fiir Vektorbiindel iiber die selbe Mannigfaltigkeit konnen wir die folgenden engeren
Notion von Homomorphismus geben.

Definition 6.24. Es seien m : By — M und my : E5 — M zwei Vektorbiindel. Ein
Homomorphismus zwischen E; und Es tber M ist ein Homomorphismus F' : E; — E5 von
Vektorbiindeln, der die Identitdt hochhebt: m 0o F' = ;. A

Definition 6.25. Es sei F' : M — N eine glatt Abbildung und £, — M und E, — N
Vektorbiindel. Wir schreiben Homz(E, Es) fiir den Vektorraum der Biindelhomomorphis-
men von E; nach F,, die F hochheben. Wenn M = N und F = id,; schreiben wir
Hom(FE4, Ey) := Homyg,, (E1, E») fiir den Raum der Biindelhomomorphismen von E; nach
E, iiber M. Wir schreiben End(F) := Hom(F, E) fir den Raum der Biindelendomorphis-
men von F. A

6.6 Subbiindel

Wir haben im Abschnitt Untermannigfaltigkeiten definiert als die Teilmenge von M,
die eine angepasste Karte um jeden Punkt zulassen, und zwar eine Karte, in der sie als der
Schnitt zwischen einer offenen Mengen und einem affinen Untervektorraum aussehen. Wir
konnen auf dhnlicher Weise nun Subbiindel definieren.

Definition 6.26. Es sei 7 : £ — M ein Vektorbiindel. Eine Teilmenge £’ C E heift
Subbiindel vom Rang h von E, wenn fiir alle p € M eine lokale Trivialisierung x : EFy —
U x R* von E existiert, sodass x(E'N Ey) = U x (R" x {0}). Wir sagen, dass y angepasst
zu E' ist. Wir betrachten dazu die Einschréankung 7’ : E/ — M von 7. A
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Definition 6.27. Eine Distribution auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist ein Subbiindel
des Tangentialbiindels 7 : TM — M. A

Bemerkung 6.28. Es seien x; : By, — U; x R¥ und x, : Ey, — Us X R* zwei Triviali-
sierungen, die angepasst zu einem Subbiindel E/ C E sind. Dann die Ubergangsfunktion
Aps(p) € GLE(R) ist eine Blockmatrix beziiglich der Zerlegung R*¥ = R" x R*¥-"

AMM=<%¥0AJW) (6.4)

wobei A%, (p) € GLL(R), Aa(p) € GL,_1(R) und « € Mat(k — h, h). A

Satz 6.29. FEs sei E' ein Subbiindel vom Rang h von w : E — M. Dann ist E' eine
Untermannigfaltigkeit von E, ' . E' — M ein Vektorbiindel vom Rang h und die Inklusion
v : E' — E ein Bindelhomomorphismus tiiber M. Wenn A : Uy N Us — GLE(R) die
Ubergangsfunktion zwischen zwei angepassten Trivialisierungen von E darstellt, dann ist
Ayt Ui NUs — GLL(R) (siehe (6.4)) eine Ubergangsfunktion fir die entsprechenden

Trivialisierungen von E'.

Proof. Wenn x eine angepasste Trivialisierung iiber U ist und (U, ¢) eine Karte fiir M ist,
ist (p,idgr) o x eine angepasste Karte fiir £/ in E. Daher ist E’ eine Untermannigfaltigkeit
und es ist unmittelbar zu sehen, dass 7’ eine surjektive Submersion ist.

Wir definieren aufierdem y' : Ej, — U’ x R" als ¥’ := (idy, 7)) o x| By, wobei Ty :
R" x R¥=" — R" die Projektion ist. Man sieht nun leicht, dass \’ eine Trivialisierung fiir
7’ ist und dass die Ubergangsfunktionen die gewiinschte Gestalt besitzen. [

Beispiel 6.30 (Die vertikale Distribution). Es sei 7 : E — M ein Biindel vom Rang k. Die
vertikale Distribution von E' ist das Subbiindel V von T'E' vom Rang k, das folgendermafien
definiert wird. Es sei £ € F und p := w(§) € M. Die Faser E, ist eine Untermannigfaltigkeit
von E der Dimension k, da m eine Submersion ist. Wir setzen die vertikale Distribution an
€ als Ve := det(Te Er(e)) C TeE. Nach Satz haben wir, dass

Ve = ker der.

Wir behaupten nun, dass y definiert in (6.3)) eine Trivialisierung von TE iiber 7~ 1(U)
liefert, die angepasste zu V ist. Es reicht dafiir d¢7 in den Koordinaten ® und ¢ zu schreiben

diguy(pomo @1V = dg, "

Dann (ker dem) = {p} x ker(dgm") = {p} x {0} x R~ A
Wir geben nun ein Kriterium, um Subbiindel zu erkennen.

Hilfsatz 6.31. Es sei m : E — M ein Vektorbiindel und E' C E eine Teilmenge. Dann
E' ist ein Subbiindel vom Rang h genau dann, wenn fir alle p € M die folgende zwei
FEigenschaften gelten:
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1. E'N E, ist ein Untervektorraum der Dimension h von E,;

2. es existiert eine Umgebung U von p und glatte Schnitte oy, ..., 0, von w tber U, die
linear unabhdngig fir alle Punkte in U sind und die in E' N Ey enthalten sind.

Beweis. Es sei angenommen, dass E’ ein Subbiindel ist. Dann ist die erste Eigenschaft per
Definition wahr. Es sei nun y : Ey — U x RF eine Trivialisierung, sodass x(E' N Ey) =
U x R" x {0}. Dann sind o;(p) = x " *(p, &) fiir i = 1,..., h die gewiinschte Schnitte.

Es sei umgekehrt E’ mit den zwei obigen Eigenschaften gegeben. Es sei p € M beliebig.
Nach Voraussetzung existiert eine Trivialisierung y : Ey — U x R* und glatte Schnitte
o1,...,0, von 7 iiber U, die linear unabhéingig fiir alle Punkte in U sind und die in
E' N Ey enthalten sind. Es seien vy, ...,v, € R¥ sodass x(os(p)) = (p,v;). Wir wihlen
dann upi1,...,u, € R¥, sodass vi,...,vp, Unt1s- - ., U, cine Basis von R¥. Wir setzen 7; :
U — Ey, 7:(p) = x *(p,u;). Dann o1(p), ..., 0u(p), Thi1(p), - .., 7(p) sind eine Basis von
E,. Nach Stetigkeit von x sind dann oy,...,0p, Thy1,. .., 7% ein Rahmen von 7 {iber einer
kleineren Umgebung U’ C U von p. Wir wenden Hilfsatz zu diesem Rahmen und
bekommen die gewiinschte Trivialisierung, die angepasste zu E’ ist. O

6.7 Das Pull-Back Biindel

Es sei m: E — N ein Vektorbiindel. Wir mochten nun die Einschriankung von 7 auf eine
Untermannigfaltigkeit S C N definieren. Das sollte ein Biindel g : £/ — S sein, wobei
B, = E, fiir alle p € S gilt (insbesondere besitzen £/ und E’ denselben Rang). Um die
Definition prézis durchzufiihren, betrachten wir den allgemeinen Fall, wobei F' : M — N
eine glatte Abbildung von einer beliebigen Mannigfaltigkeit M ist. Wir wollen dann F
benutzen, um das Biindel 7 : E — N auf ein Biindel Pgp(7) : Pr(E) — M mit Hilfe von F
zuriickzuziehen. Die Idee der Konstruktion ist, dass die Faser von Pg(7) iiber p gleich die
Faser von 7 iiber F' bis auf einer kanonischen Bijektion sein sollte: Pp(E), = Epgy. Der
Fall von Untermannigfaltigkeiten folgt dann, wenn wir die Konstruktion mit der Inklusion
t: S — N durchfiihren, da «(p) = p fiir alle p € S.

Wir definieren Pp(F) := {(p,e) € M x E | F(p) = w(e)}. Wir haben zwei Abbildun-
gen Pp(r) : Pp(E) — M und F : Pp(E) — E als die Einschrinkung auf Pp(E) der
Projektionen M x E — M und M x EE — E. Wir haben das kommutative Diagramm:

FE
PF(E)l lw
M—E N,
sodass
PF(E)p = {p} X EF(p). (65)

Also ist Ep(y) in kanonischer Bijektion mit Pp(E), wie gewiinscht.
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Wir behaupten nun, dass Pg(7) ein Vektorbiindel ist und F ein Biindelhomomorphis-
mus, der ein linearer Isomorphismus in jeder Faser ist. Es sei (F~'(Uy) X Ey,, om X ®g)
eine Produktkarte um (p,e) € Pp(F). Dann ist

(¢ar x @p)(Pr(E) N (F(Uy) X Euy)) = {on om0 @5 (z) — oy 0 Fopy (y) =0},

wo (x,7y) in Vi x Viy x R¥ lduft. Man sieht, dass

(z,9) = oy om0 05 (z) — i 0 F o gy (y)
eine Submersion ist. Daher ist Pp(FE) eine Untermannigfaltigkeit von M x E und Pr(E)
und F sind glatt. Eine Trivialisierung von Pg(w) iiber F~!(Uy) ist gegeben durch
Pr(X) : Pr(E)p-1wy) — FHUN)XRE, Pr(X)(pe) = (p,mox(e)), m: UxxRF — R,

Die Inverse ist gegeben durch Pr(x) " (p,v) = (p, x (F(p),v)) (warum?). Diese Abbildung
ist glatt mit N x E als Zielmenge. Nach Satz [5.16] und [5.19| ist auch glatt mit Pp(E)
als Zielmenge. Wenn x' : By, — Uy X RF eine weitere Trivialisierung von F ist und

A: Uy NUy — GLL(R) die Ubergangsfunktion fiir £ von x nach y/ ist, dann ist

Ao F: FHUN)NF Y Uy) = GLi(R)

die Ubergangsfunktion fiir Pr(E) von Pp(x) nach Pp(x’).

Was sind die Schnitte des Pull-Back Biindels? Es sei ¢ =: M — M x FE eine glatte
Abbildung mit Komponenten 7 o o und 75 0 0. Dann o ist ein Schnitt von Pr(F) genau
dann, wenn 7 o 0 = idy; und my 00 : M — E die Eigenschaft m 0 0(p) € Ep(p fiir alle
p € M besitzt.

Satz 6.32. Fir alle glatten Abbildungen F : M — N glatt und Vektorbindel © : E — N
haben besteht der lineare Isomorphismus

{r€C*(M,B) | 7(0) € Ergy, ¥p€ M } 5 T(PR(E)), 7> (idy, 7). 0
Wir werden oft die mit Gleichung (6.5)) kompatible Identifizierung vom Satz im-
plizit benutzen und sprechen von einem Schnitt o : M — E von I'(Pp(E)).

Beispiel 6.33. Essei ¢ : S — M eine Untermannigfaltigkeit. Wir definieren den Pull-Back
des Tangentialbiindel von M auf P,(TM) — S. Zeigen Sie, dass es ein injektiver Homo-
morphismus 7'S — P,(T'M) existiert, sodass T'S als Subbiindel von P,(T'M) betrachtet
werden kann. A\

6.8 Algebraische Konstruktionen auf Vektorraumen

In der linearen Algebra kann man verschiedene algebraische Konstruktionen mit Vek-
torrdume und ihren Homomorphismen durchfithren. Wir besprechen hier die, die am wich-
tigsten fiir uns sein werden.
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6.8.1 Duale

Der Dualraum von V ist der Raum V* der linearen Funktionalen. Es gilt dim V* = dim V.
Wenn F' : V. — W linear, dann ist F* : W* — V* F*(y)) = 1 o F linear. Es gilt die
funktoriale Eigenschaft

(GOF)*:F*OG*, (ldv)*zldv*

Wir haben einen Isomorphismus (V*)* = V', sodass (F*)* = F'. Wenn ey, ..., e, eine Basis
von V ist, existiert eindeutig eine duale Basis €', ..., e" mit der Eigenschaft
; ; 1 falls = j;
e'(ej) = 05 = o
0 falls ¢ # j.

Wenn F': V' — W durch eine Matrix A beziiglich Basen dargestellt wird, ist F* : W* — V*
durch die transponierte Matrix AT dargestellt.

Bemerkung 6.34. Es sei v € V ein Vektor. Dann v ist eine lineare Kombination der Basis
(e;) und die Koeffizienten lassen sich durch die duale Basis schreiben:

6.8.2 Quotiente

Der Quotientenraum von V' durch einen Untervektorraum W von V' ist der Raum V/W
der Aquivalenzklassen {v + W },ey. Es gilt dim V/W = dim V — dim WV

Wenn F : V; — Vo mit F(W;) C Wy linear ist, dann ist F : Vi /W, — V,/Wj linear. Es
gilt die funktoriale Eigenschaft

GOF:GOF, lavzldv/w

Wenn ey, ..., e, €p41,- .., 6 eine Basis fiir V' ist, wobei ey, ..., e, eine Basis von W ist, ist
dann €41, ...,6 eine Basis fiir V/W. Wenn F : V; — Vo mit F(W;) C Wy durch eine
Blockmatrix beziiglich R" x RF-"
A0
=(13)

in den obigen Basen dargestellt wird, ist F : V; /W1 — Vo /Wy durch die Matrix A darge-
stellt.
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6.8.3 Direkte Summe

Die direkte Summe von V; und V3 ist der Raum V; @ V5 der Paaren (vq,v3) € V) X V5 mit
komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation.

Es gilt dim(V; & V2) = dim V] + dim V5. Wenn die zwei Abbildungen Fy : Vi — W,
und F, : Vo — W5 linear sind, dann ist Fy & Fy : V) & Vo — Wy @ Wy linear. Es gilt die
funktoriale Eigenschaft

(G1 o Fl) EB (GQ @) FQ) = (Gl EB Gg) @) (Fl @ Fg), idv1 @ idv2 = idleBVQ'

Wenn ey, ... e, und fi,..., fr, Basen fiir die Rdume V; und V; sind, sind die Vektoren
(€1,0),...(ex,,0),(0, f1),...(0, fr,) eine Basis fir V4 & V5. Wenn Fy : Vi — Wy und F :
Vo — Wy durch die Matrizen A; und A, in den obigen Basen dargestellt sind, ist F; & F5
durch die Blockmatrix

A0
m@Ayz(J_h) (6.6)

6.8.4 Tensorprodukt

Das Tensorprodukt zwischen V; und V5 ist der Raum V; ® V5 der Bilinearformen auf
ViF x V. Also wenn w € V; ® V,, dann ist w : V* x V5" — R eine lineare Funktion in jedem
Argument. Insbesondere ist V@R = V. Es gilt dim(V; ® V5) = dim V; - dim V5. Wir haben
eine kanonische Bilinearabbildung (oder Produkt)

®:Vix Vo=V (6.7)
Wenn v; € V] und vy € V5, dann

U1 ® Vo (1, Y2) = Y1 (v1) - Ya(va), V (1,100) € ViF x V5, (6.8)

wobei wir auf der rechten Seite die Multiplikation zwischen reellen Zahlen haben. Insbe-
sondere benutzen wir, dass der Zielvektorraum von v; und vy auch ein Algebra ist. Die
Abbildung ist injektiv aber, wenn beide Rdume Dimension hoher als 1 besitzen, dann ist
nicht surjektiv. Die Elemente seines Bildes heiflen unzerlegbare Tensoren.

Aufgabe 6.35. Wenn V; = V, =: V konnte man sich Fragen, ob ® : V xV =V &V
symmetrisch ist. Zeigen Sie, dass wenn dim V' > 1 das nicht der Fall ist. JAN

Weiter kéonnen wir das Tensorprodukt von mehreren Rdumen Vi,...,V, betrachten.
Das ist nun der Raum der Multilinearformen von V}* x ... x V;* nach R. Fiir drei Rdumen
haben wir Isomorphismen

ekl Vs =21 e (1,0 V) (6.9)

und &dhnliche Isomorphismen fiir mehrere Rdumen gelten. Wir bekommen auch die mul-
tilineare Abbildung ® : Vi x ... x V, - V1 ® ... ® V,. Nach ist diese Abbildung

assoziativ,
(11 @ v9) ® V3 =11 @V @ V3 = V1 ® (Vg @ v3).
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Definition 6.36. Es sei V ein Vektorraum und k& € N. Der Vektorraum V®* heifit der
Raum der kontravarianten Tensoren von V' der Stufe k, wobei V®° = R. Der Vektorraum
(V*)®* heift Raum der kovarianten Tensoren von V der Stufe k. Wir werden auch den

Raum
V(h’k) — (V*)®k ® V®h

der Tensoren von V, kontravariant der Stufe h und kovariant der Stufe & (man sagt auch
einfach Tensoren vom Typ (h, k)) betrachten. A

Wenn F; : Vi — Wi und Fy : Vo — W, lineare Abbildungen sind, ist die lineare
Abbildung F} ® F5 : Vi ® V5 € Wi ® Wy gegeben als

(F1 @ Fo)(w) (1, ¢e) = w(F{ob1, Foabe), Vw € Vi@ Ve,  V(¢1,1) € Wi x W5 (6.10)
Es gilt die funktoriale Eigenschaft
(G1oF)® (Gyo Fy) = (G @ Gy) o (FL ® Fy), idy; ® idy, = idy;gvs,-
AuBerdem erhalten die lineare Abbildungen das Produkt:
(F1® Fy) - (v @) = (F - v1) @ (Fy - v9), Y (v1,v9) € Vi X V.

-----

von Vi ® V5, die wir anordnen als

1@ fi, e1® fo,...,e1 @ fi, 2@ fi, 2@ fo,...,en @ fr1, en X fi.

Wenn F; : Vi — Wi und F, : Vo — Wy durch Matrizen A; und A, dargestellt sind, ist
Lo F:Vi®Vy — W) ® W, durch die Matrix der Kronecker-Multiplikation A; ® A, in
den Basen e; ® f; und €] ® f;, dargestellt, wobei (A; ® Ag)!* = (A1)} - (A2), wobei wir
auf der rechten Seite die Multiplikation zwischen reellen Zahlen haben. Also wenn A; eine
hy x k1 Matrix und Aj eine hy X ky Matrix ist, ist A; ® Ay eine (hihs) - (k1k2) Matrix.

.....

Aufgabe 6.37. Es sei (a) eine 1 x 1 Matrix und A eine beliebige Matrix. Zeigen Sie, dass

(a) @ A=a-A.
Berechnen Sie A; ® As, wobei
-1 0
Ar=(1 2 3), A, = 3 2 ]. A
0 -2
Einen Schritt weiter kann man die Multilinearabbildungen von V* x ..., V}* mit Werten

in einem Vektorraum W betrachten. Die sind dann zu V; ® ... ® V;, ® W isomorph. Wenn
wir eine multilineare Abbildung g : Vi* x ... x V¥ — W haben, dann bekommen wir eine
Multilinearform p’ : Vi* x ... x V' x W* — R, indem wir

M/Wl, to ﬂﬁkﬂﬂ) = ¢<M(w1> e awk))
setzen. Nach Definition ist ¢/ € V1 ® ... @ V, @ W.
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Bemerkung 6.38. Im Allgemeinen kénnen wir nicht zwei Multilinearabbildungen mit
Werten in W multiplizieren und somit eine Multilinearabbildung mit Werten in W be-
kommen. Wenn wir das Produkt ® von ([6.7]) und benutzen wiirden, wiirden wir eine
Multilinearabbildung mit Werten in W ® W finden. JAN

Ein wichtiges Beispiel dieser Konstruktion ist, wenn k£ = 1 und V; = V*. Dann bekom-
men wir einen Isomorphismus Hom(V, W) =2 V* @ W.

Aufgabe 6.39. Zeigen Sie, dass die unzerlegbare Tensoren in V* ® W den linearen Ab-
bildungen vom Rang 1 entsprechen. A

Wenn F' € Hom(V, W) durch die Matrix A dargestellt ist, dann ist
F = Z afei X f]7
1,J
wobei {e;} und {f;} Basis von V und W sind. Wenn V' = W konnen wir das lineare
Funktional C': V*® V — R, das zu jedem F' die Spur von F' zuordnet.

Aufgabe 6.40. Zeigen Sie, dass C(¢¥ @ v) = ¢(v) fir alley @ v e V* @ V. JAN

Wir kénnen nun C' benutzen, um eine Familie von Kontraktionen auf dem Tensorraum
V (k) yon h Kopien von V und k Kopien von V* zu definieren.

Definition 6.41. Fir A’ = 1,... hund ¥’ = 1,. .., k definieren wir die (1, k¥')-Kontraktion
Ch[’ . V(h,k) s V(h*l,k*l)
als die Verkettung von
C®id

wobei sy, ;s die eindeutige lineare Abbildung ist, die die folgende Formel fiir unzerlegbaren
Tensoren v = @, v;, @ = ®F_, o besitzt:

Sht k! (04 ® v) = ak/(vh/) A ® 0, mit 0 =®"_ v, &= ®'§-:1 ol
iw#h! K
Also
o <a®v> — o (uw) - & ® 0. A

Bemerkung 6.42. Die Abbildung s/ 4/, und daher auch C’,ff,', héngt von der Wahl der
Indizes A’ und k" ab. A

Definition 6.43. Die Einsatzung von einem Vektor v € V ist die lineare Abbildung
Ly V(h,k) N V(h’k_l), LyW = Cll (U ® w)
Fiir h = 0 konnen wir diese Definition umschreiben als

Low(vy, .. vk—1) = w(v, v, ..., V1), Vor,...,vp_1 € V. AN
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6.8.5 Symmetrische und antisymmetrische Tensore

In diesem Abschnitt definieren wir (anti)symmetrische kontravariante Tensoren. Die Dis-
kussion von kovarianten Tensoren ist dhnlich und wird nicht betrachtet hier.

Es sei G, die symmetrische Gruppe, also die Gruppe der Permutationen von k Elemen-
ten. Wir schreiben mit € : &, — {—1, 1} den Gruppenhomomorphismus, der jeder Permu-
tation ihr Vorzeichen zuordnet. Wir haben eine lineare rechte Wirkung &), x V& — V/®k
(o,w) — w” gegeben durch die Vertauschung der Elementen, die wir der Multilinearform
w geben:

wa(¢1’ s 7wk) = w(¢0(1)a S 7¢U(k))’ v(wlv s 7,¢l€) S (V*)@)k

Wir definieren die symmetrischen kontravarianten Tensoren der Stufe £ als die Tensoren,
die durch die Wirkung erhalten bleiben:

w’ = w, Vo e 6.

Diese Tensoren bilden einen Untervektorraum S*V der Dimension ("H]z*l) und S'V =V.
Wir haben eine Projektion

1
Is: V& — S*V, [s(w) = — Z w?

auf S¥V. Das heifit, dass S*V = {w | lIs(w) = w}.

Es sei nun @ : V& x V& — y®*h+k) das Produkt, das in und eingefiihrt
wurde. Es ist offenbar, dass wenn w; € S"V und w, € S*¥V dann w; ® ws, nicht immer in
S"EV liegt, wenn dim V' > 1. Zum Beispiel fiir k1 = ko = 1 und wy = e; und wy = ey zwei
Vektoren einer Basis gilt:

e1@ex(el,e?) =1#0=e®e(e, e?).

Um ein Produkt innerhalb der symmetrischen Tensoren zu bekommen, benutzen wir dann
die Projektion:

©: S x SFV — Shthy, wy © wy = gnir(wy @ we).
Hilfsatz 6.44. Das symmetrische Produkt ® ist assoziativ und kommutativ.

Bemerkung 6.45. Wenn (e;) eine Basis fiir V ist, ist (e;, ® ... ®e¢;, ) eine Basis fiir S*V,

Als letzte Eigenschaft bemerken wir, dass lineare Abbildungen F' : V — W die sym-
metrischen Tensoren erhalten, nimlich F'®*¥(S*V) — S*IW | und kompatibel mit dem sym-
metrischen Produkt sind:

FEOR - (wy @ wy) = (F&* - wn) @ (FOF - wy), ¥ (w1, wz) € SV x STV,
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Wir definieren nun die antisymmetrischen kontravarianten Tensoren der Stufe k als die
Tensoren, die durch die Wirkung das Vorzeichen der Permutation bekommen:

(e

w’ = e(o)w, Vo e 6.

Diese Tensoren bilden einen Untervektorraum A*V der Dimension (Z) Insbesondere ist
AV =V, AdmVY =~ R (aber der Isomorphismus nicht kanonisch ist) und AV = 0 fiir
k > dim V. Wir haben eine Projektion

1
Iy : VEF = ARV, I (w) = ] Z e(o)w’

geBy,

auf A*V. Das heifit, dass A*V = {w | Tyx(w) = w}. Wir definieren das alternierende

Produkt als

(h+k)!
h!k!

Hilfsatz 6.46. Das antisymmetrische Produkt © st assoziativ und antikommutativ. Die
Antikommutativitit heifst

VAN Ahv X AkV — Ah+k‘/, w1 N\ wy = . HAh+k (w1 &® ’wg).

w1 A Wo = (—1)hkw2 A w1, le S AhV, Wy € AkV

Bemerkung 6.47. Wenn (e;);—1._ eine Basis fur V ist, ist (e;, A ... Ae;,) eine Basis fiir
A*V  wobei 1 <4y < iy < i < k. Insbesondere ist e; A. .. Ae, eine Basis von A*V =2 R. A

Aufgabe 6.48. Zeigen Sie, dass fiir alle wy,wy € V:
1
w1®w2:§(w1®w2+w2®w1), w1 AWy = w; @ We — Wa ® Wy. A

Aufgabe 6.49. Es sei w von Stufe £ mit k ungerade. Zeigen Sie, dass w Aw = 0. Schlieflen
Sie daraus, dass, wenn vq,...,v; € V, dann v; A ... Av, = 0 genau dann, wenn vy, ..., U
linear abhéngig sind. A

Als letzte Eigenschaft bemerken wir, dass lineare Abbildungen F' : V' — W die anti-
symmetrischen Tensoren erhalten, ndmlich F®*(A*¥V) — A*W, und kompatibel mit dem
antisymmetrischen Produkt sind:

F®(h+k) : (w1 VAN wg) = (F®h . wl) VAN (F®k . U)Q), V(wl, U)g) € AhV X AkV
Wenn F': V — V' dann
pedmV. AdmVys _, gdimVy, eIy = (det F) -w,  YVwe A™VV =R,

Zum Schluf} dieses Abschnitts iiber symmetrische und antisymmetrische Tensoren, wollen
wir noch zwei Bemerkungen machen. Erstens kann die obige Diskussion zum Fall V& @ W
der Multilinearformen auf V* x ... x V* mit Werten in W angepasst werden. Wir kénnen
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nimlich S*V @ W und A¥V @ W als die (anti)symmetrische Multilinearformen mit Werten
in W definieren. Die kompatibilitit mit linearen Abbildungen gilt noch, aber man kann
keine (anti)symmetrisches Produkt definieren (siche Bemerkung [6.38)).

Zweitens kann die Wirkung der Produktgruppe &, x &), auf dem Raum V) der
Tensoren vom Typ (h, k) betrachten. Dort hat man . Es ist dann interessant Tensoren in
V{k) zu studieren, die (anti)symmetrisch nur beziiglich einer Untergruppe G von &, x &,
sind. Zum Beispiel ist S*V* @ (V*)®? @ S*V @ AV C (V*)® @ V®C ein Untervektorraum
der Dimension (";1) (Z) (”;2)n, dessen Elementen symmetrisch in den ersten 4 Vektoren,
antisymmetrisch in den letzen 2 Vektoren und symmetrisch in den ersten 3 Kovektoren

sind.

6.9 Entsprechende Konstruktionen auf Vektorbiindeln

Wir kénnen nun die obigen Konstruktionen faserweise auf Vektorbiindeln {ibernehmen, um
neuen Vektorbiindel zu bekommen. Die neuen Trivialisierungen sind dann mit den alten
durch Postkomposition mit Standardabbildungen im euklidischen Raum verbunden. Auf
dhnlicher Weise sind die neuen Ubergangsfunktionen durch die funktorielle Eigenschaft
von den alten gewonnen. Wir betrachen hier nur das Beispiel des Dualraums und des
Tensorprodukts.

6.9.1 Duale
Es sei 7 : E — M ein Vektorbiindel. Wir definieren

Ef = |_| E;, Tt B* — M, wobei wl(p)= B, Vpe M.

peEM

Wir wollen nun Satz verwenden, um die Struktur eines Vektorbiindels der Abbildung
7 zu geben. Wir fangen an, Trivialisierungen {x; : Ey, :— U; x R¥} zu betrachten. Wir
schreiben x;(e) = (mg(e),&(m(e)) - €), wobei &(p) : E, — RF fiir alle p € U; ein linearer
Isomorphismus ist. Wir haben den dualen Isomorphismus &(p)* : (R*)* — E* und seine
Inverse (&(p)*)™" : By — (R*)*. Wir setzen

XE o U RE () = (T (), 6 (lmm(e)) ), Vet e B,

wobei § : (RF)* — R¥ den Isomorphismus darstellt, der die duale Basis der Standardbasis
auf die Standardbasis abbildet. Die Abbildungen x; geniigen den Voraussetzungen vom

Satz da
Ko (00 ) = X (p&se) - 57 0) = (p 3 (&))" &) 07 0)).
Wir haben (&;(p)*)~" = (&(p)~")*. Daher
6+ (&) &) 6T =8 ()T &) 0T =8+ (6() - &))" 87
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Wir benutzen nun, dass
Xi(p) o x5 () = (s (p) - xi ()" = Ais(p) ",

wobei A;; die Ubergangsfunktion von y; und X; ist und wir die lineare Abbildung v — A;;-v
mit der Matrix identifizieren. Durch diese Identifizierung haben wir schlieflich

X o () (p,v) = (p, Aij(p) ™" - v), (6.11)

da, wenn L : R¥ — R” linear und durch eine Matrix A dargestellt wird, dann wird §-L-6~"
durch die transponierte Matrix AT dargestellt. Da die Abbildung A — A~T ein Diffeomor-
phismus von GLx(R) in sich selbst ist, sehen wir, dass A;jT :UiNU; — GL(R) glatt ist.
Wir kénnen nun Satz [6.18] anwenden. Es ist dann leicht zu sehen, dass die Vektorraum-
struktur auf £, die dieser Satz liefert, mit dem kanonischen Vektorraumstruktur auf £
als Dual von E, iibereinstimmt.

Folgerung 6.50. Flir alle Vektorbiindel mg : E — M st die Abbildung ng- : E* — M ein
Vektorbiindel vom selben Rang. ]

Es sei nun F' : £y — E5 ein Homomorphismus von Vektorbiindeln iiber M gegeben
(hier wird es wichtig sein, dass F' die Identitét hochhebt). Wir haben also das Diagramm

Wir definieren F* : ES — EY, sodass sie auf jeder Faser die duale Abbildung von F' ist:
(1) F*((E2),) = (E1),, (@) F*lmyy + (B2), = (B1),, e Fy-e, Ve € (),
Wir haben also das kommutative Diagramm

Wir wollen zeigen, dass F* ein Biindelhomomorphismus ist. Es fehlt zu diesem Zweck
nur die Glattheit zu priifen. Es sei {U;} eine trivialisierende Uberdeckung fiir £y und Es
mit Trivialisierungen x! : (E1)y, — U; x R® und x? : (Ey)y, — U; x R, Da F ein
Biindelhomomorphismus ist, wissen wir, dass
XioFo(x;)" (p.v) = (p, Fi(p) - v)
fiir eine glatte F; : U; — Mat(k:g, k1) gilt (sieche Bemerkung [6.23). Eine Rechnung, die sehr
dhnlich ist, wie die, die 1) geliefert hat, zeigt
(X?)* o F*o ((x{)") " (p,v) = (p, Fi(p)" - v).

Deshalb ist auch F : U; — Mat(ky, k2) glatt, wie gewiinscht.
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Folgerung 6.51. Fiir alle Biindelhomomorphismen F : By — FEs tiber M ist die Abbildung
F* B — By ein Bindelhomomorphismus tiber M. Wir haben dazu die funktorialen

Eigenschaften
idy = idg~, (GoF)*=F*oG",

wobei G : Fy — E3 ein weiterer Biindelhomomorphismus ist. O

Aufgabe 6.52. Zeigen Sie, dass ein Biindelhomomorphismus F': £y — FEs iiber M genau
dann ein Isomorphismus ist, wenn F* : E5 — E7 ein Biindelisomorphismus ist. A

Bemerkung 6.53. Es sei (ey, ..., ex) ein Rahmen fiir £ iiber U mit assoziierter Triviali-
sierung x : By — U x R*. Die Elemente (e!,...,e"), die in jedem Punkt von U die duale
Basis von (ey,...,ex) sind, bilden einen Rahmen fiir E* iiber U. Wenn e € Ey beliebig
ist, konnen wir den dualen Rahmen benutzen, um die Koeffizienten von e in der Basis
(é1,...,ex) und daher x(e) zu finden (sieche Bemerkung (6.34)):

x(e) = <7r(e), (e'(e), ..., ek(e))) A

6.9.2 Quotiente

Essei m: E — M ein Vektorbiindel und 7’ : £/ — M ein Subbiindel von 7. Wir definieren

E/E = || E,/E, 7:E/E' - M, wobei 7 '(p)=E,/E, VYpecM.

peEM

Wir verwenden Satz[6.18] um der Abbildung 7 die Struktur eines Vektorbiindels zu geben.
Wir fangen an, angepasste Trivialisierungen {y; : Ey, :— U; x R*} zu betrachten, sodass

X1<E/UZ) = Uz X Rh,
wobei R" C R*. Wir schreiben x;(e) = (7g(e),&(m(e)) - €) und betrachten den Quotiente-
nisomorphismus &(p) : R*/R" — E,/E!. Wir setzen
Yt (BJEy — Uy x RED gi(e) = <7?(é), 5 E(7(8)) - é), Ve e (E/E)y,

wobei § : R¥/R" — R¥~" der Isomorphismus darstellt, der e; +R" auf e; fiir i = h+1,...,k
abbildet. Die Abbildungen x; geniigen den Voraussetzungen vom Satz [6.18] da
X] o Xi_l(p7v) = (p7 Azj(p) : U)? v(pa U) € (UZ N U]) X Rk_h7

wobei flij : U;NU; = GLg_p(R) durch (6.4) gegeben ist. Schliefllich ist es leicht zu
sehen, dass die Vektorraumstruktur auf £,/E/, die Satz 6.18| liefert, mit dem kanonischen
Vektorraumstruktur auf F,/E) als Quotient von F, durch E;, iibereinstimmt.

Folgerung 6.54. Fir alle Sibbundel E' C FE ist die Abbildung © : E/E'" — M ein
Vektorbiindel vom Rang der Differenz der Rdnge. ]
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Wir beschreiben die Eigenschaften des Quotienten von einem Biindelhomomorphismus
ohne Beweis.

Folgerung 6.55. Es seien E| C Fy und El C Ey zwei Subbiindel, wobei £y und FEy Biindel
iiber My und My sind. Fir alle Biindelhomomorphismen F : Ey — Ey mit F(E}) C F(E))
ist die Quotientenabbildung F : E\/E, — Ey/E} ein Biindelhomomorphismus. Wir haben
dazu die funktorialen Figenschaften

iaElzidEﬁ/Eiv GOF:GOF‘,

wobei B C Fs ein weiterer Subbiindel und G : Ey — E3 ein weiterer Bindelhomomorphis-
mus mit G(ES) C EY sind. O

Beispiel 6.56. Es sei ¢« : M — N eine Untermannigfaltigkeit, wobei ¢ die Inklusion be-
zeichnet. Das Normalenbiindel Ny M von M in N ist das Quotientenbiindel

NNM = PL(TN)/TM’
wobei P,(T'N) das Pullback-Biindel von T'N ist und 7'M wird mit seinem Bild durch

de : TM — TN identifiziert. A
Aufgabe 6.57. Beschreiben Sie, wie aus einem Rahmen von F, der angepasst zu E’ ist,
einen Rahmen von E/E’ gewonnen werden kann. A

Aufgabe 6.58. Es sei f : R" — RF eine glatte Abbildung und ¢ € R¥ gegeben. Wir setzen
M = f~1(c). Es sei angenommen, dass f eine Submersion bei allen p € M ist. Zeigen Sie,
dass Ngn M trivial ist. Hinweis: Betrachten Sie die Zeilen der Jacobi-Matriz von f. A

6.9.3 Direkte Summe

Es seien m; : By — M und 7y : Ey — M zwei Vektorbiindel. Wir definieren
B0 B = | |(E),®(E), Te:E®E—>M
peM

mit dem iiblichen Rezept. Wir verwenden Satz[6.18] um die Struktur eines Vektorbiindels
der Abbildung mg zu geben. Wir fangen an, Trivialisierungen {x} : (E1)y, :— U; x R}
und {x? : (Ey)y, :— U; x R*} zu betrachten. Wir schreiben x!(e1) = (m1(e1), & (mi(e1))-e1)
und #hnlich fiir x?. Wir setzen x{ : (Ey @ Eq)y, — U; x RFTh2,

X (eq) = (%(6@),5‘ (& (ma(ea)) ® & (Te(es))) '€@>a Veg € (BE1® )y,

wobei ¢ : R¥ @ RF2 — RFM*F der kanonische Isomorphismus ist. Die Abbildungen y{
geniigen den Voraussetzungen vom Satz [6.18] da

X5 o () p,v) = (0, A5 (p) - v), V(p,v) € (U;NT;) x R,
wobei Af(p) = Al (p) ® A7;(p) und Aj;, A, die Ubergangsfunktionen von F; und E, sind.
Es ist leicht zu sehen, dass die Vektorraumstruktur auf (E£;), ® (E»),, die Satz liefert,
mit dem kanonischen Vektorraumstruktur auf (E;), & (E»), als direkte Summe von (E),
und (E3), tibereinstimmt.
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Folgerung 6.59. Fiir alle Vektorbiindel w; : By — M und 7o : Es — M ist die Abbildung
g : By ® By — M ein Vektorbiindel vom Rang der Summe der Rdnge. [

Aufgabe 6.60. Beschreiben Sie, wie aus Rahmen von E; und FE5 einen Rahmen von
FE, ® E, gewonnen werden kann. A

Aufgabe 6.61. Formulieren Sie die Eigenschaften einer direkten Summe von Biindelho-
momorphismen. A

Aufgabe 6.62. Es seien M; und M, glatte Mannigfaltigkeiten und schreiben Sie 7; :
My x My — M; mit ¢ = 1,2 fiir die Projektionen. Es seien «f(T'M;) — M; x M, die
Pullback-Biindel von T'M; — M; iiber M; x M, beziiglich der Projektionen. Zeigen Sie,
dass

T(M; x My) = m{(TMy) & 75 (T My). A

Aufgabe 6.63. Es seien E; und E, zwei Subbiindel von E, sodass (E1), N (E2), = {0,}
fiir alle p € M. Zeigen Sie, dass Ey + Ey := | | ., (E1), + (E2), ein Subbiindel von E ist,
das isomorph zu E; @ Ej ist. A

Wir konnen die direkte Summe von Vektorbiindeln benutzen, um multilineare Ab-
bildungen zwischen Biindeln zu definieren. Diese werden eine bedeutende Rolle fiir die
Untersuchung der Geometrie der Mannigfaltigkeiten spielen.

Definition 6.64. Es seien E1, ..., E}, Vektorbiindel iiber M und E Vektorbiindel iiber N.
Eine glatte Abbildung F': £y @ ... ® Ej, — E ist eine multilineare Abbildung, wenn eine
glatte Abbildung F': M — N existiert, sodass

F((E1)p X ... x (Ep)p) C Epgy

und die Einschrinkung Fj, : (E1), X ... X (Ep), — Ep(,) multilinear ist. Wenn M = N
und F' = id,, ist, sagen wir, dass F' eine multilineare Abbildung iiber M ist. Wir schreiben
Multz(Ey, ..., Ey; E) fiir den Raum der multilinearen Abbildungen F, die F' hochheben,
und Mult(Ey, ..., Ey; E) := Multyg,, (Eh, . . ., Ey; E) fiir die multilinearen Abbildung iiber
M. AN

Bemerkung 6.65. Fiir h = 1 in der obigen Definition bekommen wir den Begriff vom
Biindelhomomorphismus in Definition zuriick. Also Multz(Ey; E) = Homgp(Ey, E).

A
6.9.4 Tensorprodukt

Die Konstruktion des Tensorproduktes m : Fy ® Es — M zwei Vektorbiindel 7y : £y — M
und 7o : Fy — M folgt das gleiche Schema wie die direkte Summe. Hier bemerken wir nur,
dass

¥E(ew) = (mo(ea). 0 - (& (ms(es) ® (malea))) e ), Ves € (B1® By,
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wobei 6 : RF1 @RF2 — RF152 der Isor_l}orphismus ist, der e;®e; auf e(;_1)x,+; abbildet fiir alle
1=1,...,kiund 7 =1,..., kg. Die Ubergangsfunktionen sind durch das Kroneckerprodukt
von Matrizen gegeben und zwar

Es ist leicht zu sehen, dass die Vektorraumstruktur auf (£;), ® (E»),, die Satz liefert,
mit dem kanonischen Vektorraumstruktur auf (E;), ® (E»), als Tensorprodukt zwischen
(Ey), und (Es), tbereinstimmt.

Folgerung 6.66. Fiir alle Vektorbiindel w : By — M und 7o : Es — M ist die Abbildung
Tg : 1 ® By — M ein Vektorbiindel vom Rang des Produktes der Rdnge. [

Aufgabe 6.67. Beschreiben Sie, wie aus Rahmen von E; und FE5 einen Rahmen von
F, ® Ey gewonnen werden kann. A

Aufgabe 6.68. Formulieren Sie die Eigenschaften eines Tensorprodukts von Biindelho-
momorphismen. AN

Fiir alle h, k € N definieren wir das Biindel
E(h,k:) — (E*)®k ® E®h.
Firalle B’ =1,...,hund ¥ =1,..., k liefert die faserweise (h', k’)-Kontraktion
cy . Bhh — ph-tkD)

einen Biindelhomomorphismus.

6.9.5 Symmetrische und antisymmetrische Tensoren
Es sei m: E — M ein Vektorbiindel. Wir definieren
S'E=||S8"E,, ns:S"E—-M
peEM

und
ME:= | |NE, m:ANE—-M
peEM
wie iiblich. Die folgende Aussage sollte nicht iiberraschend sein.

Folgerung 6.69. Fiir alle Vektorbiindel m : E — M sind S"E und A"E Subbiindel von E®"

vom Rang (kﬂfl), beziehungsweise (’;), wobei k der Rang von E ist. Die Symmetrisierung

und die Antisymmetrisierung
s : E®" — S"E, Iy : B¢ - A"
liefern Biindelhomomorphismen. O]

Aufgabe 6.70. Beschreiben Sie, wie aus einem Rahmen von E einen Rahmen von S"E
und A"E gewonnen werden kann. A
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6.10 Der Raum der glatten Schnitte eines Vektorbiindels

Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass viele wichtige Objekte der Riemannschen Geo-
metrie als glatte Schnitte von Vektorbiindeln verstanden werden kénnen: die Geschwindig-
keit einer Kurve, die Riemannsche Metrik, die Kriimmung. Gleichzeitig werden Operation
auf glatten Schnitten auch eine entscheidende Bedeutung haben: die Kovariante Ableitung
und das duflere Differential, zum Beispiel. In diesem Abschnitt wollen wir daher die Struk-
tur des Raums der glatten Schnitten und der Abbildungen, die diese Struktur erhalten,
besser verstehen. Die Existenz von glatten Funktionen mit kompaktem Trager wird ein
wesentlicher Bestandteil der Theorie sein.

Definition 6.71. Es sei 7 : E — M ein Vektorbiindel. Wir bezeichnen mit I'(E') die Menge
der glatten Schnitte von 7. Der Nullschnitt O € ['(E) ist die Abbildung O : M — E,

sodass Og(p) der Nullvektor von E, fiir alle p € M ist. Wir definieren den Tréger von
o €'(F) als

T(o):={pe M |o(p) # Os(p)} C M. A

Beispiel 6.72. Der Raum der glatten Schnitten des trivialen Biindels M x R* gibt uns
die glatten Abbildungen mit Werten in R* zuriick:

C*(M,R*) = T(M xR"),  f+s Graph; : M — M x R". A
Aufgabe 6.73. Es sei

T, = {(a:,v) € RP" x R"*!

veR- :L‘}
das tautologische Vektorbiindel vom Rang 1. Zeigen Sie, dass
T((TF)%F) =5 {f R™! 5 R glatt ‘ FOx) = M f(z), Y\ z) € (R\{0})x (R”“\{O})}.

Hinweis: Betrachten Sie die glatte Abbildung G : R"1\ {0} — T®* gegeben durch G(z) =
(m(x),x®) fiir alle v € R"™\ {0}, wobei 7w : R*™1\ {0} — RP" die Quotientabbildung
ist. Jede F' € T((T*)®%) kann als Biindelhomomorphismus F : T®* — RP" x R gesehen
werden. Es existiert dann eine eindeutige glatte Funktion f : R"™\ {0}, sodass das folgende
Diagramm kommutativ ist

R\ {0}

| e

T — L L RP" x R.

Zeigen Sie, dass f(\x) = \¥f(x) fiir alle (\,x). Es sei umgekehrt f glatt mit dieser Eigen-
schaft. Finden Sie einen Biindelhomomorphismus F', der das obige Diagramm kommutativ

macht. Insbesondere liefert jedes reelle homogene Polynom vom Grad k in n + 1 Variablen
einen Schnitt von (77)®*. A

Die folgende Charakterisierung von glatten Schnitten wird im Aufgabeblatt 8 bewiesen.
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Hilfsatz 6.74. Es sei {x; : By, — U; x R*} Trivialisierungen von einem Vektorbiindel
71 E — M, sodass {U;} eine Uberdeckung von M ist. Es sei o : M — E ein Schnitt von
E und o; : U; — R¥ gegeben durch m o x; 0 o, wobei my : U; x R¥ — R*. Dann o ist glatt
genau dann, wenn alle o; glatt sind. O

Satz 6.75. Die Menge T'(E) ist ein R-Vektorraum mit Nullelement Og beziiglich der fa-
serweise Addition und der Skalarmultiplikation. Auferdem liefert die faserweise Multipli-

kation zwischen glatten Funktionen auf M und glatten Schnitten von E die Struktur eines
C*®(M)-Moduls auf I'(E) und zwar

feC=M), oel(E), = [foel(E), (fo)lp):=[f(p) o), VpeM.

Schlieflich wenn U offen in M ist, f € C°°(M) mit Trager in U und o € I'(Ey), dann fo
lasst eine Erweiterung auf T'(E) mit Trager in U zu. Es folgt, dass fir alle p € U und alle
e€ E, eino € '(E) mit o(p) =e und T(0) C U ezistiert. O

Beweis. Die Wohldefinitheit der Struktur von Vektorraum und C*°(M)-Modul folgt aus
Hilfsatz[6.74], aus dem klar ist, dass die Summe von glatten Schnitten und die Multiplikation
zwischen einer glatten Funktion und einem glatten Schnitt wieder einen glatten Schnitt
geben. Nach Hilfsatz m.(iii) folgt auch die Aussage iiber die Multiplikation zwischen
o € I'(Ey) und f € C°°(M) mit Triger in U. Fiir die letzten Aussage sei e € E, und
X : By — U x RF eine Trivialisierung um p. Dann ist (p,v) := x(e). Wir setzen o’(p') :=
x H(p',v) fiir alle p’ € U. Dann ¢'(p) = e und o’ € T'(Ey). Die gewiinschte o ist dann
o := fo', wobei f € C°°(M) mit Tréger in U und f(p) = 1. O

Wir sehen nun, dass multilineare Abbildungen
F:Ei®..0FE, - F

iiber M, die in Definition[6.64]beschrieben wurden, als Schnitte des Vektorbiindels Ef®. ..®
E} ® E betrachtet werden konnen. Fiir alle p € M haben wir die multilineare Abbildung
Fy (B X ... X (By), — By, sodass F, € (E1); ® ... (E); ® E,. Wenn wir Hilfsatz W
verwenden, sehen wir, dass F' ein glatter Schnitt von £} ® ... ® E} ® £ ist. Umgekehrt
liefert jeder glatte Schnitt von Ef ® ..., ®E} ® E eine multilineare Abbildung iiber M.
Wir haben also das folgende Resultat gezeigt.

Folgerung 6.76. Es seien Ey, ..., E, und E Vektorbiindel iber M. Der Raum der multi-
linearen Abbildungen iber M auf Ei, ..., E, mit Werten in E (siehe Definition M) 15t
isomorph als C*>°(M)-Modul zum Raum der Schnitten von Ef ® ..., QE; ® E:

NE]®...,QE; @ E) = Mult(Ey, ..., Ey E).

Insbesondere gilt I'(E} ® E) = Hom(F1, E). O
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Wir kénnen nun eine multilineare Abbildung F': F1&...® E, — E verwenden, um eine
entsprechende multilineare Abbildung zwischen den Rdumen der Schnitte zu definieren:

Fr:T(E) x...xT'(E,) - T'(E), Fr(o1,...,0n)(p) = Fp(o1(p), ..., on(p))

fir alle o0; € T'(F;) mit ¢ = 1,...,h und p € M. Mit Hilfe von ist Fp(o1,...,0n)
glatt und somit Fp wohldefiniert. Auflerdem ist die Abbildung Fr C°°(M)-multilinear.
Die Linearitéit in dem ersten Argument folgt zum Beispiel aus:

(Fe(for,.an) @) = B ((fo) @) on(p)) = B (F@)or(p).- - on(p))

(
— IDE(a). o))

= f(p) (,FF(O'l, Ce ,O'h)
= (fFp(o1,...,0n))(p

fur alle f € C®(M).

Definition 6.77. Wir bezeichnen mit Mult(F(El),. ,LT(ER); T'(F)) das C°°(M)-Modul
der C*°(M)-multilinearen Abbildungen G : I'(Ey) X . ( n) = L(E). A

Wir zeigen nun, dass alle die Elementen von Mult(I'(E}), ..., I'(Ep); I'(E)) durch mul-
tilineare Abbildungen von Vektorbiindeln entstehen.

Satz 6.78. Die Abbildung
NEf®...0 B} ® E) - Mult(T'(Ey), ..., T'(Ey);T(E)), Fw Fp
ist ein Isomorphismus von C*(M)-Modulen.

Beweis. Wir beweisen hier nur den Fall A~ = 1. Der allgemeine Fall folgt auf dhnlicher
Weise. Es sei dann G : I'(E;) — I'(E) eine C*°(M)-lineare Abbildung. Wir wollen einen
Biindelhomomorphismus F' : £y — E5 finden, sodass Fp = G. Fiir p € M und e € (E}),
setzen wir
Fe) :==G(o)(p), oel(E), op)=e

wobei o nach Hilfsatz existiert. Wir behaupten nun, dass F' wohldefiniert ist (also die
rechte Seite hangt nicht von o ab) und dass F' glatt ist. Wenn das gewéhrleistet kann, folgt
automatisch, dass F), : (Ey), — E, linear fiir alle p € M und Fr = G ist. Wir werden die
gewiinschten Eigenschaften in verschieden Schritten beweisen.

Schritt 1: Esseip € M und 0,0’ € I'(E}), sodass ¢ = ¢’ in einer Umgebung U von
p. Dann G(o)(p) = G(0')(p). Es sei dafiir f € C*(M) eine Funktion mit Tréger in U und
f(p) = 1. Dann, f(o —o’) = 0p,. Daher gilt

05, (p) = G(0£,)(p) = G(f(o — 0"))(p) = f(p)G (0 — o) (p) = G(o)(p) — G(o")(p)-

Schritt 2: Es sei nun ey, ...e; ein Rahmen fiir £y in einer Umgebung U von py. Wir
nehmen eine Umgebung U’ C U, sodass U’ C U und U’ kompakt. Nach Hilfsatz [3.60
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existiert ¢’ € C°(M) mit Tréger in U, sodass ¢'|p» = 1. Wir setzen é&; := ¢'e; fiir alle
i=1,...,k, die nach Hilfsatz[6.74 Elemente von I'(E}) sind. Wir bezeichnen dann fiir alle
i=1,... .k
o, = G(&;) € T(E).
Es sei weiter U” eine Umgebung von py, sodass U” C U’ und sei ¢” € C*°(M) mit Triger
in U’ und ¢"|y» = 1. Insbesondere gilt ¢" = ¢"¢'.
Schritt 3: Es sei nun p € U” und e € (E)),. Wir haben v € R, sodass

k
e= Z vie; (p).
i=1

Wir nehmen o € I'(E)) beliebig, sodass o(p) = e. Da ey,...,e; ein Rahmen auf U’ sind,
existieren fi,..., fr € C®(U’), sodass

k
UZZfieia filp) =vi, i=1,... k.
i=1

Da o = ¢"o auf U” haben wir nach Schritt 1:

G(0)(p) = 6(9"0)(p) = ("5 7)(p) = G((s"9) Y fies) ) = G ( D_(a"£)(g'e) ) )

Der letzte Term héngt nicht von der Wahl von . Also F' ist wohldefiniert.
Schritt 4: Wir behaupten nun, dass F' auf der Umgebung U” von p, glatt ist. Es sei
X : Eyr — U" x R die Trivialisierung beziiglich der Rahmen ey, ..., e, (sieche Hilfsatz

6.16]). Nach Schritt 3 gilt
k

Fox;'(pv) =Y vi-0ilp), V(p,v)€U" xRF,
i=1
die glatt ist, da die o; glatt sind (warum gilt diese Implikation?). Da p, beliebig ist, folgt
es, dass F' glatt auf M ist. ]

Bemerkung 6.79. Dank des Satzes werden wir Elementen von I'(E] ® ..., ®F; ®
E) = Mult(E,..., Ey; E) mit Elementen von Mult(T'(E}),...,['(E,);T(E)) in diesem
Skript stets identifizieren und das Symbol o statt F, benutzen. Wenn wir eine R-multilineare
Abbildung F : T'(Ey) x ... T'(E,) — I'(E) betrachten, wird es dann wichtig sein zu bestim-
men, ob sie C° (M )-multilinear ist, um zu verstehen, entweder sie aus einem Element von

I'E} ®...,®FE; ® FE) nach Satz kommt oder nicht. A
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Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Operation auf Schnitten in dem speziellen Fall
von Pullback-Biindeln. Wir haben im Abschnitt [6.7]gezeigt, dass wir Abbildungen F' : M —
N benutzen konnen, um Vektorbiindel iiber N auf Vektorbiindel iiber N zuriickzuziehen.
Wir zeigen nun, dass auch die Schnitte zuriickgezogen werden kénnen.

Satz 6.80. Es sei m: E — N ein Vektorbiindel, F' : M — N eine glatte Abbildung und
Pr(m) : Pr(E) — M das Pullback-Biindel. Mithilfe der Identifizierung aus Satz ist
die Abbildung

oF :T'(E) = I'(Pr(F)), g ook, Vo eI(E)

ein wohldefinierter linearer Homomorphismus. Wenn eq,...e, ein Rahmen fir E auf U
mit Trivialisierung x ist, dann ist e; o F,... e, o F' ein Rahmen fiir Pp(E) auf F~Y(U)
mit Trivialisierung Pr(x).

Beweis. Fir alle 0 € I'(E) und alle ¢ € N gilt 0(q) € E,. Daher gilt fiir alle p € M, dass
oo F(p) =0(F(p)) € Epgy)- O

7 Tensoren auf Mannigfaltigkeiten

Wir wollen nun die Operationen auf Vektorbiindeln iiber M im letzten Abschnitt genauer
fiir den Fall E =T M anschauen.

Definition 7.1. Das Kotangentialbiindel 7 : T*M — M ist das Duale vom Tangen-
tialbiindel 7 : TM — M. Die Faser T;M iiber p € M heifit Kotangentialraum an p
und ihre Elemente heiflen kotangentiale Vektoren (oder Kovektoren). Ein Element von

QYM) :=T(T*M) heifit 1-Form. A

Wir haben gesehen, dass der Tangentialraum an p als Raum der Derivationen inter-
pretiert werden kann. Das heifit, dass jeder Tangentialvektor ein lineares Funktional des
Raums von Keimen von glatten Funktionen bei p liefert. Das bedeutet dann, dass der Keim
einer glatten Funktion als lineares Funktional des Tangentialraums gesehen werden kann
nach dem allgemeinen Prinzip, dass sich jeder Vektorraum H mit einem Unterraum seines
Biduals (H*)* identifizieren l&sst.

Auf dieser Weise konnen wir 1-Formen aus glatten Funktionen konstruieren. Fiir alle
f € C®(M) und alle p € U haben wir ndmlich die lineare Abbildung d,f : T,M —
TR = R. Das heifit, dass d,,f € Ty M fiir alle p € U und wir kénnen df : M — T*M
als Schnitt von T*M betrachten. Es bleibt zu zeigen, dass df glatt ist. Zu diesem Zweck
nehmen wir eine Karte (U, ¢ = (z',...,2™)) um p. Wir haben den Rahmen (aii);n
von TU. Das gibt uns eine Trivialisierung x : TU — U x R™. Nach Abschnitt [6.9.1] -
bekommen wir eine Trivialisierung x* : T*U — U x R™ von T*U. Laut Bemerkung [6.53]
ist x* odf(p) = (p,v(d,f)) fir ein Element v(d,f) € R™ mit Koordinaten

), i=1,...m.

Ui(dpf> pf(@xl
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o)

Wir berechnen nun die Koordinaten. Laut der Definition ist = [ 0 7ge,], Wobei

oz’ Ip
/Y(Lei(o) = ¢ und ;Yq7ei(0> = ¢;. Dann
0 d - A(fop™)
af (o] ) =+ om )= 4 |
v/ oxtlp dt t:O(f % 0 Yer) Ot (q)
Da f eine glatte Funktion ist, ist die rechte Seite eine glatte Funktion von p. Daher ist d f

glatt.
Aus der obigen Rechnung gewinnen wir eine weitere Auskunft umsonst. Wenn f = a7,
die j-te Koordinate von ¢, ist, dann

a(xj ) gp_l)
oxt

ui(dyad) = (q) = o]

wobei ¢/ die Kronecker-Delta ist. Also sehen wir, dass (dpﬁj);-”:l die Dualbasis von ( a?zi>:i1
und dass wir die Koeffizientendarstellung

auf U haben.

Bemerkung 7.2. Wenn wir die Beschreibung von 7,,M als Raum der Derivationen von
Keimen benutzen, konnen wir d, f als

dp f(v) = v([f]p), VveT,M

ausdriicken, wobei [f], den zu f assoziierten Keim bezeichnet (also [f], ist die Aquivalenz-
klasse von f). Das folgt aus Bemerkung [4.20} JAN

Bemerkung 7.3. Nicht jede 1-Form o € Q'(M) ist das Differential einer Funktion. Wir
nehmen zum Beispiel o = xdy auf R?. Wenn o = df wire, hiitten wir

o, o,
or oy

Nach dem Satz von Schwarz bekommen wir den Widerspruch:

0= 55(5) = 3 (5) =1 :

Man kann nun 7'M und T* M benutzen, um Tensoren von beliebigen Typ zu definieren.

Definition 7.4. Ein Tensor vom Typ (h, k) ist ein Element vom Tensorbiindel

TWR N = (T*M)®* @ (TM)®".
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Wir nennen die Schnitte o € T(T™® M) Tensorfelder. Die Elemente von T"0 M =
(TM)®" heifien kontravariante Tensoren der Stufe h und die Elemente von TOF M =
(T M)®* heiflen kovariante Tensoren der Stufe k.

Man kann dementsprechend symmetrische und antisymmetrische kovariante und kon-
travariante Tensoren definieren. Fiir die Integration und die Geometrie auf Mannigfaltigkei-
ten werden die Vektorbiindel S*(M) := S*(T*M) der symmetrischen kovarianten Tensore
der Stufe k und die Vektorbiindel A*(M) := A*(T*M) der antisymmetrischen kovarianten
Tensore der Stufe k& von Bedeutung sein. Es wird {iblich die Notation Q¥(M) := T'(A*(M))
benutzt. Die Tensorfelder in Q%(M) heiflen k-Formen. A

Bemerkung 7.5. Nach Definition gilt (TM)®° = M x R = (T*M)®°. AuBerdem gilt
ANM =M xR=8M und A'M =T*M = S*'M. JAN

Bemerkung 7.6. Nach Aufgabe liefert eine Karte (U, ¢) von M einen Rahmen (und
somit eine Trivialisierung) von T™* M iiber U, dessen Elemente

) ) 0
i j . . .
dx (}Z)...@d:c’“@(?xi1 ®...®—axih, Wyeeesln, 1y Jk €41,...,m}.
sind. Auf ahnlicher Weise ist
da/t A LA dar, I1<jh<...<jr<m
ein Rahmen von A¥M {iber U. A

Es sei FF: M — N eine glatte Abbildung. Wir wollen nun verstehen, wie F' auf den
R&aumen von Tensorfeldern operiert. Die Antwort hangt davon ab, ob wir kovariante oder
kontravariante Tensoren betrachten.

7.1 Pull-Back von kovarianten Tensoren durch Abbildungen

Definition 7.7. Es sei F': M — N eine glatte Abbildung. Fiir alle £ € N definieren wir
den Pullback Operator F* : T((T*N)®*) — T((T*M)%*) als

(F*0)p(v1,. .., 0) = 0p@p) (dpF v, ..., dpF - vy), Vpe M, Vuy,...,u, € T,M
fiir alle 0 € D((T*N)®*). A

Zu zeigen, dass diese eine gute Definition ist, miissen wir beweisen, dass wenn o glatt
ist, dann ist F*o auch glatt. Es sei dafiir eine Karte (Uy,on = (y',...,y")) von F(p)
und (Upr, o0 = (21, ..., 2™))) eine Karte von p € M, sodass F(Uy) C Uy. Wir setzen
Y = oy o Fop,}. Wir haben

oy = Y. 0h ()Y @@ dy,
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und wir miissen zeigen, dass p — (F*0);,
Funktionen mit Hilfe von Bemerkung [6.53

-----

(F0)is,..i(P) = (F*U)p<ai“7 %)
= OF(p) (dpF ' %’ e E %)
= ﬂX:Jk OF(p) (gﬁ: (p) - aijl T gﬁj: (p) - 85]‘:) (7.1)
) szk (Z:;ﬁh (p) - gf: (P)or) (%v o ’%>
= ¥ G G ) )

und der letzte Term ist glatt nach der Glattheit von F'.

Bemerkung 7.8. Wir konnen den Pullback Operator nach der folgenden dquivalenten
abstrakten Weise mit Hilfe des Pullback-Biindels und der algebraischen Konstruktionen
auf Vektorbiindeln definieren. Wir fangen an, die Tangentialbiindel 7y, : TM — M und
ny : TN — N und das Differential dF' : TM — TN von F zu betrachten. Es sei weiter
Pr(ry) : Pr(TN) — M das Pullback-Biindel. Wir definieren

Pr(dF) : TM — Pr(TN), Pr(dF)(v) = (my(v), dF - v), VoveTM.

Das ist eine gute Definition, da 7wy (dF - v) = F(mp(v)). Wir nehmen das Duale der k-ten
Tensorpotenz von Pr(dF) und bekommen

Pr(dF)*®* . Pp(T*N)®* — (T*M)®*.

Wir haben dann das Diagramm

~ *Qk
(T* Nk F p (e Nyek PP e ek,
WNl /PF(WN)\[
™M

N r M
Nun konnen wir die entsprechenden Operationen auf Schnitten durchfiihren

F((T*N)®k) oF (PF(T*N)®k) Pr(dF)*®k F((T*M)®k)

\_//

E*

und der Pullback-Operator von o ist die Verkettung F*o = Pp(dF)*®* (o o F). A
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Wir sammeln die Eigenschaften des Pullback-Operators in einem Satz.

Satz 7.9. Es sei F : M — N eine glatte Abbildung. Fir alle k € N ist der Pullback-
Operator F* : T((T*N)®%) — T((T*M)®*) linear und vertriglich mit dem Produkt von
Tensoren:

F (o1 ®@03) = (F*oy) @ (F*0y), VYo, € T(T*N)®*), oy € D((T*N)®*2).

Auferdem erhilt der Pull-Back Operator die Riume T'(S*M) und T'(A*M) und ist ver-
traglich mit den symmetrischen und antisymmetrischen Produkten ® und A.
Fiir (T*M)®° = M x R gilt F*f = fo F und

FAf) = A(F*f), ¥ feC=(M). (7.2
Insbesondere stimmt die Definition fiir k =0 mit der Definition tiberein.

Beweis. Die Linearitét ldsst sich aus der Definition nachpriifen. Wenn wir v = (vy, ..., vk, )
und u = (uq, ..., ux,) setzen, folgt die Vertriglichkeit mit dem Produkt aus

F* (o1 ® 02)p(v,u) = (01 @ 02) pp) (dpF - 01, ..., dpF - gy, dp F - g, .o dp F - uyy)
(0'1) (d F- Vi, ... d F'Ukl) . (O'Q)F(p)(dpF'ul,...,dpF'qu)
= (Fro1)p(v) - (Fo2)p(u)

= (

F*oy), @ (F*o2),(v,u).

Die Rdume der (anti)symmetrischen kovarianten Tensoren wurden erhalten, da fiir alle

Permutationen 7 € G, gilt
(F*o)" = F*(o")

(sieche Abschnitt fiir die Definition der Wirkung von & auf Tensoren) Daher sind
auch die Symmetrisierung und die Antisymmetrisierung von Tensoren vertraglich mit F™*:

Hsk(F*O') :F*(H3k0'>, HAk(F*O'> :F*(HAkO')

Nach der Vertrédglichkeit mit dem Tensorprodukt und der Definition von ® und A im
Abschnitt ist F™* auch mit solchen Produkten vertraglich.
Wir zeigen schliellich, dass F*(df) = d(F*f) nach der Kettenregel:

FAdf)p = dpg) [ - dpF? = dp(f 0 F) = d,(F" f). B

Bemerkung 7.10. Eine andere Moglichkeit, um den Satz zu beweisen, wére die Bemer-
kung zu benutzen und separat die Eigenschaften fiir Pr und F*(dF') zu zeigen. A

Wenn M = N konnen wir ¢ und F*o vergleichen. Wir geben einen Namen den Ten-
sorfeldern, die durch F' erhalten bleiben.

Definition 7.11. Es sei F' : M — M eine glatte Abbildung. Wir sagen, dass o €
[(T*M)®* ein F-invarianter kovarianter Tensorfeld ist, wenn F*o = o. A
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7.2 Verwandte kontravariante Tensoren beziiglich Abbildungen

Es sei F': M — N eine Abbildung. Wenn oy, € T'((TM)®*) ein Schnitt ist, wollen wir
iiberlegen, wie wir ein Element oy € T'((TN)®*) mit Hilfe von F finden kénnen. Wir
konnten dafiir die Abbildung

(A, F)®* . (TM)®" — (TN)®*
benutzen und verlangen
on(F(p)) = (F)*" -oum(p),  Vpe M. (7.3)

Bedauerlicherweise wird manchmal ein solches oy nicht existieren und manchmal werden
es mehrere Elemente oy und oy existieren, die die Gleichung (7.3)) erfiillen. Wir geben
daher die folgende Definition.

Definition 7.12. Es sei I' : M — N eine glatte Abbildung. Wir sagen, dass o), €
L((TM)®*) und oy € T((T'N)®*) F-verwandt sind, wenn die Gleichung gilt.

Es sei F': M — M eine glatte Abbildung. Wir sagen, dass oy, € T'(TM)®* ein F-
invariantes kontravariantes Tensorfeld ist, wenn o,; F-verwandt mit sich selbst ist. A

In der Anwendung zu der Theorie der Lie-Gruppen wird der Fall k = 1, sodass I'(TM) =
X(M) der Raum der glatten Vektorfelder ist, von grofien Bedeutung sein.

Beispiel 7.13. Wie schon erwidhnt, wenn F' und o,; gegeben sind, ist es nicht immer
moglich ein oy, das F-verwandt mit o, ist. Das Problem tretet hauptséchlich auf, wenn
F nicht injektiv ist. Wenn F'(p;) = F(p2), dann nach ([7.3)) sollte wir haben

(dp F)*" - o (p1) = (dp, )P - 001 (p2).

Wir kénnen dann Félle basteln, wobei diese Gleichung nicht stimmt. Wir nehmen zum
Beispiel eine immergierte Kurve v : R — R? mit v(0) = () und 4(0) # 4(1) (konkreter
Fall: () = (sint,sin2t))). Dann es sei M =R, N = R? o) = %, pr=0,po=m F=r.
Wir haben nach Aufgabe

o . . 0
doV'EZV(O)%V(W):dTW'E- A

Beispiel 7.14. Wie auch schon erwéahnt, wenn F' und o), gegeben sind, ist ein F-verwandter
Tensorfeld von oj; nicht eindeutig. Das Problem tretet hauptséchlich auf, wenn F' nicht
surjektiv ist, da keine Bedingung tiber on(p’) gibt, wenn p’ ¢ F(M). Ein préazise-
res Argument lauft wie folgt, wenn genauer gilt, dass F'(M) abgeschlossen in N ist, aber

Wenn oy F-verwandt zu oy ist, dann fiir alle 0 € T'((TN)®*) mit Triger in N \ F(M)
und o # Ornyer, ist oy + 0 # oy auch F-verwandt zu oy, da

(on +0)r@) = (ON)FE) + 0rE) = (ON)FPE) + 0Fp) = (ON)Fp)-

Die Existenz von o folgt aus Satz [6.75] A
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Wir werden nun einen wichtigen Fall betrachten, wo ein F-verwandtes kontravarian-
tes Tensorfeld zu o), konstruiert werden kann. Wir nehmen an, dass F' : M — N eine
Einbettung mit F'(M) abgeschlossen in N. In diesem Fall ist F'(M) eine abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit von N und wir konnen oy als Erweiterung von o,; von der Unter-
mannigfaltigkeit F'(M) auf die ganze Mannigfaltigkeit N auffassen.

Satz 7.15. Es sei F : M — N eine Einbettung mit F (M) abgeschlossen in N. Dann fiir
alle oy € T((TM)®*) existiert ein o € T((T'N)®F), der F-verwandt zu oy ist.

Proof. Es seien {(oY = (y!,...,y") : VM x W;)}ic; eine Familie von Karten von N und
{(eM = (2, ... 2™) : UM — VM)},cr ein Atlas von M, sodass

FUM)=FM)NUY, ¢ oFo(p)(z) = (2,0).
Diese Familien existieren, da F' eine Einbettung ist (siehe Satz . Insbesondere gilt

0 0
F.— = : =1,...,m. 4
d, o g i so.,m (7.4)

Es sei schliefllich m; : VM x W; — VM die Projektion, sodass
mio @ o F = (7.5)

Die Karte ¢ liefert eine Trivialisierung von (T'N)®* iiber U¥ mit Rahmen

O o. .92
5 © @ g

i, .. i e{l,...,n}

Auf dhnlicher Weise liefert ¢ eine Trivialisierung von (T'M)®* iiber UM mit Rahmen

0 0

o S g

iy .. ip e {1,...,m}.

Es sei nun oy € T((TM)®*). Dann existieren glatte Koeffizienten (7ar)s,.i, @ Vi — R,
sodass fiir alle p € UM:

0 0 : .
om(p) = Z (0 (D)., z‘k%@%--@%» iy i € {1, ml
21 5eeey ik
Wir setzen fiir alle p' € U}:
i (1 N, 0 9 : :
on(@) = > mul(mio e} ()., g @ @ G i, ... € {1,...,m}

Nach (7.4) und (7.5)) sind o% und o|ym F-verwandt.
Wir wollen nun aus den {o%; € T'(T(UN)®*)} einen oy € T'(TN®*), der F-verwandt mit
o ist, basteln. Wir betrachten dafiir eine Zerlegung der Eins von N beziiglich der offenen
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Uberdeckung { N\ F(M)}U{UN}ic;. Hier haben wir benutzt, dass F((M) abgeschlossen in
M ist. Wir bezeichnen die Zerlegung der Eins mit {p}U{p; }ics. Dann fiir alle p’ € F(M) gilt
p(p') = 0 und daher 1 =", _; p;(p'). Da T'(p;) C U} ist p;oly auf die ganze N fortsetzbar
und wir definieren

oy =Y pioky € T((TN)®).

i€l
Das Tensorfeld oy ist wohldefiniert und glatt, da {7'(p;) }ier lokal endlich ist. Schlieflich
gilt fiir alle p € M:

ox (F(0) = 3 pi(F@)on(F) = 3 p(F ) (d,F)™ - our(p)

= (ot en) - @™ o)

el

= (dPF)®k ’ UM(p>7

wobei die zweite Gleichung aus der Tatsache folgt, dass p;(F'(p)) ungleich null genau dann
ist, wenn p € UM. ]

Folgerung 7.16. Es sei F' : M — N eine Einbettung. Dann existiert eine offene Umgebung
U von F(M) in N, sodass fiir alle oy € T((TM)®*) existiert ein oy € T'((TU)®), der
F|Y-verwandt zu oy ist.

Beweis. Nach Bemerkung existiert eine Umgebung U von F'(M), sodass F(M) abge-
schlossen in U ist. Die Aussage folgt dann aus Satz [7.15] O

Man kann auch andersrum sich fragen, ob wenn oy gegeben wird, einen F-verwandten
oy zu finden ist. Eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass

on(F(p)) € (dpF) (T, M) (7.6)

Zum Beispiel wenn £k = 1 und F : M — N die Inklusion einer Untermannigfalitigkeit
ist, dann oy ist ein Vektorfeld auf N und die Bedingung sagt uns, dass fiir p € M der
Tangentenvektor oy (p) tangential zu M steht (siche Satz [5.20)).s

Die Bedingung ist auch hinreichend, wenn F' : M — N eine Immersion ist. In
diesem Fall bekommen wir umsonst, dass o), eindeutig ist.

Satz 7.17. Es sei F : M — N eine Immersion. Fiir jedes Tensorfeld o € T'((T'N)®¥),
der die Bedingung (7.6) erfillt, existiert eindeutig ein Pull-Back Tensorfeld

Fron € T((TM)®%),

der F-verwandt mit oy ist. Das Tensorfeld ist definiert durch
-1
(F'on)(p) = (4,F%) - on(F(p),  ¥pe M. (7.7)
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Das Pull-Back ist vertriglich mit dem Tensor-Produkt: Wenn ok € T((TN)®*) und 0% €
[L((TN)®*) die Bedingung erfiillen, dann erfillt o) ® o3 € T((TN)®k+k2)) gych
die Bedingung und

F*(oy @ 0%) = (Foy) @ (F*oy).

Proof. Wir wissen, dass F' eine Immersion ist. Also ist d,F" : T,M — Tp@)N injektiv fiir
alle p € M. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass auch d, F®* : (T, M)®* — (T, N)®*
injektiv ist. Da oy die Bedingung erfiillt, sehen wir, dass F*oy wohldefiniert ist, und
dass ein mit oy F-verwandtes Tensorfeld, wenn iiberhaupt existiert, eindeutig sein muss.
Es bleibt nur zu zeigen, dass F*oy glatt ist. Dafiir benutzen wir Satz und finden fiir
jeden p € M eine Karte oy = (2',...,2™) : Uy — Vi um p in M und eine Karte
on = (¥l ..., y") Uy — Viy x W um F(p) in N, sodass ¢y o F o ¢/ (x) = (,0). Das
Argument ist nun dhnlich zu dem Beweis von Satz Da d,F - a?ci = a?;i sehen wir, dass
das Bild der Abbildung (d,F)®" von den Tensorfeldern

5y - ®

Q1,50 €4{1,...,m}
aufgespannt wird. Da oy die Bedingung ((7.6) erfiillt, haben wir die Darstellung

UN(F(p)): Z UN((pr(F(p)))Zl 77777 UcM@@%v ilv"'aik’e{la---?m}'

) i, 0 . ‘
Frou(p) = > on(e) (FD))i.... g @ ® 5o ik € {1, m}.

Dieses Tensorfeld ist glatt, da alle die Funktionen p — oy (o) (F'(p)))i,.. i, glatt sind.
Fiir die Vertraglichkeit beziiglich des Tensorproduktes ist es genug zu bemerken, dass
fiir alle p € M:

R F L @ Fo)(p) = ([dF Fol(p) (4,77 F ok ()
=on(p) ® ox(p). O

Folgerung 7.18. Es sei F' : M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Fir alle oy €
L((TN)®%) ist F*on € T((TM)®*) eindeutig das Tensorfeld auf M, das F-verwandt mit
on 1st.

Beweis. In diesem Fall ist die Bedingung ((7.6)) immer erfiillt. ]

Folgerung 7.19. Es sei F : M — N ein Diffeomorphismus. Fiir alle oy € T'((TM)%F)
ist (F~Y)*oy € T((T'N)®%) eindeutig das Tensorfeld auf N, das F-verwandt mit oy ist.

Beweis. Wir wenden die vorherige Folgerung an den Diffeomorphismus £~ an. ]
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Bemerkung 7.20. Der Satz lasst sich zu glatten Abbildungen F' : M — N verallge-
meinern, sodass I’ konstanten Rang hat (das heiit: d,, /" : T,M — TN besitzt den selben
Rang fiir alle p € M). Ein wesentliches Beispiel sind Submersionen. Wenn F' keine Immer-
sion ist, konnen wir aber die Formel nicht verwenden, da d, F®* nicht invertierbar ist.
Auflerdem gibt es in diesem Fall mehrere Tensorfelder auf M, die mit o F-verwandt sind.
Es sei o)y ein Tensorfeld, das mit oy verwandt ist. Dann o, € T'((TM)®*) ist F-verwandt
mit oy genau dann, wenn o,; — o, ein Schnitt der Distribution ker dF" — M ist. AN

8 Vektorfelder und Fliifle

In diesem Abschnitt wollen wir Vektorfelder auf M genauer anschauen. Als wir Tangenti-
alvektoren v € T, M eingefiihrt haben, haben wir gesehen, dass einerseits sie als Aquiva-
lenzklassen [7], von Kurven und andererseits als Derivationen auf dem Raum Cp°M der
Keimen gesehen werden kénnen. Da Vektorfelder Schnitte des Tangentialbiindels TM — M
sind, erwarten wir fiir die eine entsprechende duale Interpretation. Die erste wird durch
FliiBen ®f auf M und die zweiten durch Derivationen auf der Algebra C°(M) der glatten
Funktionen gegeben. Beiden Interpretationen werden zu einer zusétzlichen Struktur auf
dem Raum von Vektorfelder fiithren: die Lie-Klammer, die misst wie sehr, die Fliile von
zwei Vektorfeldern infinitesimal nicht kommutieren oder wie sehr die Derivationen von zwei
Vektorfeldern nicht kommutieren.

8.1 Die Integralkurven eines Vektorfelds
Wenn 7 : (a,b) — M eine glatte Kurve ist, haben wir
: 0
1) =D+ 0ho=dv- 5 € LM, Vie(ab)

Wenn X € X(M) ein Vektorfeld auf M ist, konnen wir daher nach Kurven suchen, fiir die

Y(t) = X((@),  Vie(ab) (8.1)
Definition 8.1. Es sei X € X(M) und v : (a,b) — M eine glatte Kurve. Wir sagen, dass
v eine Integralkurve von X ist, wenn (8.1)) erfiillt ist. A

Bemerkung 8.2. Wenn 7 : (a,b) — M eine Integralkurve von X ist, ist auch die Kurve
Vo ¢ (@ —to,b—tg) = M, vy, (t) = v(t + o) eine Integralkurve von X. A

Wir werfen nun einen Blick auf die Gleichung (8.1]) in Koordinaten. Es sei angenommen,
dass y((a,b)) C U, wobei ¢ : U — V eine Karte von M ist. Wir setzen

X:VoR™  X(q) = ayu, (X(gp_l(q))>, Vgev, (8.2)

wobei X glatt nach (6.1]) ist. Wenn 4 := ¢ o v ist, dann

O (1)) = T 07)

94



und wir sehen, dass (8.1)) gleichbedeutend mit

Y(t) = X)), Vte(ab) (8.3)

ist. Also ist 4 eine Losung der gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
in V. Im Allgemein ist diese Differentialgleichung nicht linear und auch nicht explizit
lsbar. Trotzdem ist X glatt und insbesondere lokal Lipschitz und deshalb gelten sowohl die
Existenz und Eindeutigkeit der Losungen des mit assoziierten Anfangswertproblems
als auch ihre glatte Abhéngigkeit von dem Anfangswert g € V. Solche Eigenschaften werden
im folgenden Satz, der vom Analysis III bekannt sein sollte, zusammengefasst.

Satz 8.3. Es sei W eine offene Teilmenge des R™ und Y : W — R™ eine glatte Abbildung.
Fiir alle gy € W gibt es €(qo) > 0 und eine offene Menge W (qo) C W, sodass es fiir alle
q € W(qo) und alle ty € R eine einzige glatte Losung 044, : (to — €(qo), to + €(qo)) — W des
Anfangswertproblems

5'q,tO (t> - Y(éq,to (t))i (84)
dq.t0(to) = ¢
existiert. Fiir alle tg € R ist die Abbildung 1 : (to — €(qo), to +€(q0)) X W(qo) — W gegeben
durch (t,q) = 044,(t) glatt. O

Die Aquivalenz zwischen (8.1)) und (8.3) auf U und V kann nun benutzt werden, um
einen entsprechenden Satz auf Mannigfaltigkeiten zu beweisen.

Satz 8.4. Es sei X ein glattes Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M. Die folgenden
Aussagen gelten:

Existenz und Glattheit Fir alle py € M gibt es e(py) > 0 und eine offene Menge
U(po) C M, sodass es fir alle p € U(py) und alle ty € R eine glatte Lisung Ypy, :
(to — €(po),to + €(po)) = M des Anfangswertproblems

(1) = X (1), 55
Y(to) = p-
Fiir alle ty € R ist die folgende Abbildung glatt:
U (tg — €(po),to + €(po)) X U(po) — M, U(t,p) = Yp1,(t). (8.6)

Eindeutigkeit Fir alle ty € R und alle p € M stimmen zwei Losungen v : (a1,b1) — M
und 7y : (ag,b2) = M des Anfangswertsproblems (8.5)) auf (ay,b1) N (ag,by) tberein.

Maximale Losungen FEs sei (®x), : (Ux), — M die eindeutige Losung von (8.5) mit
to = 0 und mazimalem Definitionsintervall (Ux), C R. Es sei angenommen, dass
sup(Ux), < oo. Dann fir alle K C M kompakt und alle t € (Ux),, gibt es t' €
(t,sup(Ux),) mit (Px),(t") & (Ux), fir alle t" € (t',sup(Ux),). Eine dhnliche Aus-
sage gilt fir inf(Ux),.
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Beweis. Wir nehmen eine Karte (U, ) um p. Dann folgt die Existenz und die Glattheit
direkt aus dem Satz mit Y = X und W =V der Aquivalenz von (8.1)) und (8.3) auf U
und V, da fiir U(po) := ¢~ (W (¢(po))) wir bekommen

U(t,p) =¢ (¥t e)),  Y(tp) € (to—eto+e) x Ulp).

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit. Wir schrianken v, und v auf (as, b3) := (a1, b1) N (az, b2)
und wir bezeichnen die Einschriankungen noch mit v, und 7. Wir mochten zeigen dann,
dass 71 = 72. Wir betrachten die Menge I = {t € (a3, b3) | 71(t) = 72(t)}. Wir wissen, dass
to € I. Da M hausdorffsch ist, ist I abgeschlossen in (as, b3). Wir zeigen nun, dass [ offen
ist. Es sei tp € . Dann sind 7; und 2 Losungen von (8.5) mit Anfangswert v, (to) = 72(to)-
Nach der Existenz und Glattheit stimmen 7, und 75 in einer Umgebung von ¢y. Da (a3, bs)
zusammenhéngend ist, folgt es dass I = (as, b3).

Nach der Existenz und der Eindeutigkeit bekommen wir die eindeutige maximale Losung
(®x), : (Ux), — M. Es sei nun K kompakt. Fiir alle py € K sei €(pg) > 0 und U(po)
gegeben von der Existenz und Glattheit. Da K kompakt ist, finden wir eine endliche Fa-
milie {U(p})}¥_, die K iiberdeckt. Dann fiir alle p’ € K und alle {, € R existiert die
Loésung von auf (to — €(K),to + €(K)), wobei €(K) := min—; 1 €(p}). Es folgt dar-
aus, dass wenn (®x), eine maximale Losung mit sup(Ux), < oo, dann (®x),(t) ¢ K fir
alle t € (sup(Ux), — €(K),sup(Ux),). Ansonsten kénnten wir (®x), zu einer Losung mir
grofferem Definitionsintervall verlangern. O

8.2 Flifle

Wir kénnen nun die maximale Losungen (®x), : (Ux), — M von (8.5)) mit ¢y = 0 benutzen,
um die Abbildung ¥ definiert in zu globalisieren. Wir setzen zuerst

Ux :={(t,p) e Rx M | t € (Ux),}
und definieren
Oy Uy — M, Ox(p,t) == (Px),(t), Y (t,p) € Ux.
Wir schneiden Uy mit {¢t} x M und bekommen
U ={peM|teUx),}={peM]|(tp) €Ux}, VteR.
Wir betrachten dann die Einschriankung
Oy Uy — M,  D(p) =Px(t,p), VpEUy.
Nach Definition gilt U = M und ®% = idy;. Nach Satz [8.4] gilt fiir alle s, € R
U NU™ = Uy N (0%) (U)

und
P (P (p) = 2 (p),  VpeUi.
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Das heif3t: wenn die Losung mit Anfangswert p existiert fiir Zeit s, dann existiert die Losung
mit Anfangswert p fiir Zeit s+t genau dann, wenn die Losung mit Anfangswert ®% (p) fiir
Zeit t existiert. In diesem Fall stimmt die Losung mit Anfangswert p nach Zeit s + ¢ mit
der Losung mit Anfangswert ®% (p) nach Zeit ¢.

Hilfsatz 8.5. Die Menge Ux ist offen und ®x ist glatt.

Beweis. Wir definieren W C Ux als die Teilmenge der (¢,p) € Ux mit der folgenden
Eigenschaft: es existieren ein offenes Intervall I, das 0 und ¢ enthélt, und U C M offen,
sodass I x U C Ux und @x|;xy glatt ist. Unser Ziel ist zu zeigen, dass W = Ux. Nach
Definition ist W offen und enthélt {0} x M. Es sei nun p € M beliebig. Der Beweis ist fertig,
wenn (Ux ), x {p} C W gilt. Es sei angenommen, dass (t,p) ¢ WW. Wir betrachten hier den
Fall t > 0. Der Fall ¢ < 0 ist dhnlich. Dann ist ¢y := sup{7 € (Ux), | [0,7] x {p} C W}
ein Element von (Ux),. Wir setzen py = ®%(p) und es seien €(py) und U(py) als im Satz
B.4 Wir haben dann die glatte Abbildung Uy : (ty — €(po),to + €(po)) X U(po) — M.
Wir wihlen nun ¢, € (to — e(po), to), sodass ®%L(p) € U(pg). Da t; < tg ist Px|rxr, :
I x Uy >— M glatt, wobei I ein offenes Intervall, das 0 und ¢; enthélt und U; eine offene
Umgebung von p ist. Wir kénnen U; so klein wihlen, dass ®%(U;) C U(pg). Es sei nun
I = TU (to — €(po),to + €(po)). Das ist ein offenen Intervall, das 0 und ¢y enthdlt. Wir
definieren nun

Ox(t,p' falls ¢/ € I
F:IL xU — M, F(t’,p’):{ x(t',p') alls t' €

Ux(t', ®x(t1,p") fallst’ € (tg — e(po),to + €(po)).

Die Abbildung F' ist wohldefiniert nach der Eindeutigkeit im Satz und t' — F(t',p')
ist eine Losung von (8.5)) mit Anfangswert p’ zur Zeit 0. Das heifit, dass I; x U; C Ux und
dass F' = ® x|, «r,- Nach dem Hilfsatz |3.32] (iii) F' ist glatt. Also ist (¢g,p) € W gegen die
Voraussetzung. O

In der obigen Diskussion haben wir gezeigt, dass die Abbildung ¢y bestimmte Eigen-
schaften erfiillt. Wir definieren dann einen Flufl auf einer Mannigfaltigkeit als ein Objekt,
das diese Eigenschaften besitzt. Wir werden dann sehen, dass jeder Flul von einem Vek-
torfeld kommt.

Definition 8.6. Es sei ® : i/ — M eine glatte Abbildung, wobei 4 C R x M eine offene
Teilmenge von R x M ist. Fiir alle (s, pg) € R x M setzen wir

Up, = {s €R | (s,p0) € U}

und
U :={pe Ml (so,p) €U}, P°:U"— M, &°(p)=P(so,p).

Wir sagen, dass ® ein Flufl auf M ist, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) fur alle p € M ist U, ein Intervall, welches 0 € R enthélt;
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(i) ®°: M — M ist die Identitéitsabbildung;

(iii) fiir alle s, € R gilt
U NU™T =u n (0%~ (U,

und die FluB-Eigenschaft herrscht

P! (D5(p)) = @ (p), VpelU™ nue. (8.7)
Der Fluf} heifit vollstindig, wenn U = R x M. In diesem Fall ist /* = M und ®° : M — M
fiir alle s € R. Die Formel (8.7) nimmt die Gestalt ®* o &' = &5 Vs t € R. A
Bemerkung 8.7. Die Tatsache, dass U = M folgt aus (i). JAN

Beispiel 8.8. Zeigen Sie, dass ein Flufl genau dann vollsténdig ist, wenn es € > 0 mit

(—e,€) x M C U gibt. A

Eine der wichtigsten Eigenschaften von Fliiflen ist, dass sie eine 1-Parameter Familie
von Diffeomorphismen liefern.

Folgerung 8.9. Es sei ® ein Fluf. Fir alle s,t € R haben wir einen Diffeomorphismus
U NUtTT U NU
mit Inverse @5 : U5 NU' — U NU'™. Das impliziert, dass
dos(y®~° - d,®@° = idy, u, V(s,p) € U.

Insbesondere wenn ® wvollstindig ist, bekommen wir einen Homomorphismus von Gruppen
R — Diff(M), s+ ®°.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Behauptung fiir ¢ = 0. Wenn wir (iii) mit ¢ = —s anwenden,
finden wir U* = U* N (P*) "1 (U ~*). Daher ist ®*(p) € U~* fiir alle p € U* und nach
und (ii) folgt

O7*(2%(p)) = p- (8.8)

Also ist ®° : U* — U™* wohldefiniert und ®~* ist eine linke Inverse fiir ®°. Das gleiche
Argument mit —s statt s liefert, dass ®° ein Diffeomorphismus mit Inverse ®~* ist.

Es sei nun ¢ beliebig. Wir wissen, dass U NU'™ offen in M ist und @ : USNU™T — M
glatt ist. Es sei nun p € U* N U5, Nach (iii) in Definition ist ®*(p) € U'. Nach dem
Beweis des derzeitigen Satzes fiir ¢t = 0 ist ®*(p) € U 5. Also ist * : USNU™S — U NU!

wohldefiniert. Wenn wir nur s’ = —s und #' = ¢+ s setzen, sehen wir, dass ®~% : Y/ ~*NU! —
U NU™* auch wohldefiniert ist. Nach dem Beweis des derzeitigen Satzes fiir ¢ = 0 sehen
wir, dass ° und ®° Inverse zueinander sind. O

Wir konnen schlieflich die Aquivalenz zwischen Vektorfelder und Fliiflen zeigen.
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Satz 8.10. FEs sei X € X(M). Dann ist ®x ein Fluf. Es sei umgekehrt ® : U — M ein
Fluf$ auf M. Dann ist ® = ®x, wobet

d
X(p) = EL:ch,,(s) eT,M, VYpelM.

Beweis. Die Tatsache, dass ®x ein Fluf} ist, wurde in der obigen Diskussion festgestellt.
Es sei nun ® ein FluB. Wir zeigen zuerst, dass X glatt ist. Wir wéhlen dafiir eine beliebige
Karte ¢ = (z',...,2™) — V auf M. Dann ist

und die Glattheit von X ist dquivalent zur Glattheit der Koeffizienten dz(X). Nach Defi-
nition von X gilt 1 5

dz'(X) = I tzox’ 0®,(t) = a(xz o ®)(0,p).
Nun ist 270 @ : (—¢,€) x U’ — R eine glatt Funktion, wobei U’ eine Umgebung von p ist,
sodass ®((—e,€) x U’') C U. Daher ist auch ihre partielle Ableitung nach t glatt (¢ ist eine
der Koordinate in dem Produktatlas auf R x M). Wir zeigen nun, dass ®, : U4, — M eine
Integralkurve von X ist. Fiir ¢y € U, haben wir

d d
E t:to¢p<t> a a

Es bleibt zu zeigen, dass ®, die maximale Losung 7, : (a,b) — M von (8.5 mit ¢, = 0 ist.
Es sei angenommen per Widerspruch, dass das nicht der Fall ist. Dann ist ¢, = suplU, < b
oder t_ := infU, > a. Wir betrachten nur den ersten Fall. Es sei p; = 7,(t+). Da U offen
ist, existiert € > 0, sodass (—¢€,€) C U,,. Nun gilt py := ®(—€¢/2,p1) = P(t4 — €/2,p),
da beide gleich zu v, (¢4 — €/2) sind. Nach Folgerung ist py = ®~/%(py) € U> NU°.
Deshalb ist p € U~/2 N (®H+~/2)~1(14¢). Nach (ii) in Definition [8.6]ist p € U!*+*+</2. Das
gibt uns den Widerspruch ¢, + ¢/2 € U,. O

Beispiel 8.11. Es sei X € X(M) ein Vektorfeld mit kompaktem Trager. Zeigen Sie, dass
® x vollstandig ist. Schlieen Sie daraus, dass alle Fliile auf einer kompakten Mannigfal-
tigkeit vollstédndig sind. A

d
(s 1) = | @aqp(s) = X(@y(t0)).

Wenn X und Y F-verwandte Vektorfelder sind, sind die entsprechenden Fliissen durch
F" konjugiert.

Folgerung 8.12. Fs sei F': M — N eine glatte Abbildung und Xy € X(M), Xy € X(N)
F-verwandte Vektorfelder. Dann sendet F' Integralkurven von Xy, auf Integralkurven von
Xy . Insbesondere gilt F(UY, ) C U, und Fo®% = ®% oF. Das heift, dass das folgende
Diagramm kommutativ ist:

t F t
L{XM —>Z/IXN.

¢&Mj j@aN

—t F —t
UXM UXN
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Proof. Es sei v: 1 — M eine Integralkurve von X,;. Dann
d :
gF o) =dF -7=dF Xu(y) = Xn(F o),

wobei die letzte Gleichung aus der Verwandtschaft zwischen X, und Xy folgt. Nun muss
t— Fod®% (p),te (Ux,,), eine Integralkurve von Xy mit Anfangswert F(p) sein. Also
FO@%X]\/[(p):¢thNOF(p) D

8.3 Anderung von Tensorfeldern entlang einem Fluf}

Essei @ : U — M ein Flufl und es sei o entweder ein kovariantes oder ein kontravariantes
Tensorfeld auf M. Wir wollen nun verstehen, wenn ® das Tensorfeld o erhélt.

Definition 8.13. Ein Tensorfeld o auf M heifit ®-invariant, wenn o ist ®*-invariant auf
U? fiir alle s € R. A

Bemerkung 8.14. Das Vektorfeld X ist ¢ y-invariant. Wir haben namlich

S S d d S d S S
%X (p) = dp®x- | Px(p) = 7| (Pxo®k(p)) = | PX°(p) = X(2%(p). A

Da die ®* Diffeomorphismen sind, wissen wir, dass ¢ genau dann ®-invariant ist, wenn
(®°)'0 =0, Vs eR,

wobei (®%)* der Pull-Back von kovarienten (bzw. kontravarianten Tensorfeldern), die in der
Definition [7.7] (bzw. im Satz [7.17)) eingefiihrt wurde.

Wir kénnen dann messen, wie sehr o abweicht, ®-invariant zu sein, indem wir (®*)*o
nach s ableiten. Wenn zum Beispiel o € T'((T"M)®"), haben wir fiir jedes p € M einen Weg

s ((2%)%0)(p) € (L,M)®" Vs el

Da (T,M)®" ein endlich dimensionaler Vektorraum ist, ergibt Sinn zu untersuchen, ob der
obige Weg differenzierbar im Sinne der Analysis ist. Die FluB-Eigenschaft wird uns in
sagen, dass die Ableitung fiir s = 0 die Ableitung fiir s = t in einem gewissen Sinn
bestimmt.

Definition 8.15. Die Lie-Ableitung von o € T'((T'M)®") durch X € X(M) ist das Ten-
sorfeld

d "
(Lxo)p) = —| _ ((@%)'0)(p) € (100" (8.9)
Eine #hnliche Definition gilt fiir o € T'((T*M)®*). A

Satz 8.16. Es sei X € X(M). Die Abbildung
Lx :T((TM)®") = T(TM)*")
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ist wohldefiniert und R-linear. Fiir alle o1 € T((TM)®") und oy € T((TM)®h2) gilt die
Leibniz-Regel
,CX(O'1®0'2> == (Exd'1>®0'2+0'1®(£)(0'2). (810)

Schliefllich gilt die Formel:
d S \* t \*
(52| (@%)0) = (@) (£x0). (8.11)

Daher haben wir die Aquivalenz:

s=t

Lxo=0 <= 0 ist Dx-invariant.

Ahnliche Aussagen gelten fiir T'((T*M)®*).

Beweis. Zu zeigen, dass Lx wohldefiniert ist, sollte man zeigen, dass die Ableitung in @
fiir alle p € M existiert und, dass Lxo glatt ist. Das folgt aus der Leibniz-Regel @
und der entsprechenden Aussage fiir Vektorfelder und 1-Formen, die im Satz und Satz
[R.22] bewiesen werden.

Die Leibniz-Regel folgt aus (9% )*(01 ® 02) = ($%)*(01) ® (% )*(02):

(@ men) =S| (@) 0 @) (@)
= (S| @) © @) o) + @0 @ (L] @30 (0)
Die Gleichung folgt aus und der Identitidt (9% o 4 )* = (DL )* - (P%)*:
(] (@ora)m) = (5] (@xram) = (] (@ oai)0)w)
= (£] (@ @x0)w)
= (] (@)= (@%)0) @)
— (4, 04)° >- (%\ ((#5)0)(@ ()
— (4,04 - (Lx0) (@ (1))
(@) cxo (o). a

Wir berechnen die Lie-Ableitung von Funktionen.

Satz 8.17. Es sei ® ein Fluf auf M mit Vektorfeld X. Dann

Lyf=df-X, VfeC®M).
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Beweis. Es gilt

d
dt
Definition 8.18. Es sei D(M) der Raum der Derivationen auf C*°(M). Das heifit: die

Elemente D € D(M) sind R-lineare Abbildungen D : C*°(M) — C*(M), die die Leibniz-
Regel erfiillen:

(Ex/)p) = 5| Fo@,(t) =dayof - (

Dylt)) = dyf - X(p). m

t=0

Folgerung 8.19. Die Abbildung X(M) — D(M), X — Lx ist linear und injektiv.

Beweis. Die Linearitat ist klar. Es sei X mit Lx f = 0 fiir alle f € C>°(M). Es sei p € M
beliebig und ¢ = (z!,...,2™) : U — V eine Karte um p. Es gibt eine Umgebung U’ C U
von p und eine Funktion ' € C*(M), sodass ' = 2’ auf U’. Dann 0, = Lx7'(p) =
d,z (X (p)) = dpaz' (X (p)). Wir haben daher

d

X() = 3 4 (X ()55 = 0y 0

Bemerkung 8.20. Man kann zeigen, dass die Abbildung X(M) — D(M) auch surjektiv
ist. Daher kénnen wir X(M) mit dem Raum der Derivationen auf C'*°(M) identifizieren,
genau wie wir 7),M mit dem Raum der Derivationen auf C;°M identifiziert haben. A

Wir berechnen nun die Lie-Ableitung von Vektorfeldern.

Satz 8.21. Es seien X und Y Vektorfelder auf M. Dann ist LxY ein glattes Vektorfeld.
Wenn ¢ = (x',...,2™) : U — V eine Karte ist und wir die Darstellungen in Koordinaten

X = ;Xzaxi’ Y:;}ﬂaxi’

haben, dann bekommen wir die Darstellung in Koordinaten

m

LXYZZ(dw.x—dxi-Y)i

xt
i=1

(8.12)

Eine dquivalente kompaktere Schreibweise, wenn X,Y, E/;}// : V. — R™ die Darstellungen
von X, Y und LxY aufV sind, ist
LyY =dY - X —dX Y.

Schliefllich sei ' : M — N eine glatte Abbildung und X', Y' € X(N), sodass X F-verwandt
mit X" und Y F-verwandt mit Y’ sind. Dann ist LxY F-verwandt mit Lx/Y".
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Bedingung iiber F-verwandte Vektorfelder. Nach Satz
gilt ®%, o F' = F o &%. Wir nehmen das Differential davon:

dp@p) Py - dpl’ = das, () F - dp P

Wir berechnen

P (ExY () =P | @057 V(@50 = 5|4 (40507 V(@)
- % s:o(dF(p)q)gf/)il ' dq’i(p)F Y (2% (p))
_ % e ®5) Y (F(@% ()
_ % s:O(dF(p)<I>§(,)‘1Y’(<I>§</(F ()

= (Lx'Y')(F(p)).

Wir wollen nun zeigen, dass £xY wohldefiniert und glatt ist. Es sei dafiir (U, ¢) eine Karte
von M. Die lokale Darstellungen X und Y sind dann ¢-verwandt zu X und Y. Der erster
Teil des derzeitigen Beweises zeigt dann, dass LxY wohldefiniert und glatt auf U genau
dann, wenn LY wohldefiniert und glatt auf V. Es sei dafiir @5 : (—¢,€) x Vo — V der
FluB von X. Wir setzen

A:(—€€) x Vo = GL,(R), A(s, p) = dp®%,

wobei wir die lineare Abbildung d,®% mit ihrer Matrixdarstellung beziiglich der Standard-
basis identifizieren. Dann
0A 0 0

= - = — D% D%
A(Oap> Ima aS (Ovp) 68 o Od dpas s=0 X

wobel I, die Identitdtsmatrix ist. Wir berechnen

d, X,

EX
= —d,X-Y(p)+d,Y - X(p),

wo wir benutzt haben, dass (d,®%)™* = degs (» P nach Folgerung . und dass



Im néchsten Satz betrachten wir die Lie-Ableitung von kovarianten Tensoren.

Satz 8.22 (nicht Klausurrelevant). Es sei o € QY(M) eine 1-Form und X € X(M) ein
Vektorfeld. Dann ist Lxo wohldefiniert und gilt die Formel

(Lxo)(Y) = Lx(0(Y)) —o(LxY), VY €X(M).

Wenn o =3 " oida’ und X = >, Xj% die Darstellungen in einer Karte sind, dann

j
& Oo;  0X ,
— J 4 . 4
=2 (X + )
Fiir allgemeine kovarianten Tensorfelder o € T'(T*M®*) gilt
Ly(ﬁxU):Ex(LyO') — YO, \V/YG%(M),

wobei v die Einsatzung von Vektoren bezeichnet.

Beweis. Fiir alle p € M ist die Abbildung ¢ — (®%)*o(p) definiert und glatt in einer
Umgebung von t = 0. Die Glattheit folgt aus der Glattheit der Koeffizienten beziiglich
eines Rahmens dz?, ..., dz™ um p (priifen Sie das). Wir lassen p aus der Notation weg und
schreiben

((@%)0) (V) = (%) 0) (Y — (2X)Y) + ((2k)"0) ((P)"Y)
P ) o) (Y — (%)) + (D) (a(Y))
(t) - b(t) + c(t),
wobei a(t) := (P )*o, b(t) ==Y — (P%)*Y und c(t) := (P%)*(o(Y)). Wir haben b(0) =0
und die Funktionen a, b und ¢ sind glatt (die Glattheit von b und ¢ folgt aus Satz und
Satz [8.21)). Wir nehmen die Ableitung fiir £ = 0 und finden aus Satz und Satz

dass

(] (@5)%0) (¥) = a(0) -(0) + a(0) - 5(0) + é(0) = a(0) - (0) + (0
=0 (= LxY) + Lx(o(Y)).
Fiir die Formel in Koordinaten nehmen wir ¥ = %,

Fiir kovariante Tensorfelder hoherer Stufe benutzen wir die Leibniz-Regel und
die Tatsache, dass jedes solche Tensorfeld sich lokal auf U als eine Summe von Termen
derart a ® o’ schreiben lisst, wobei a € Q1(U) und o’ € ['(T*M®*-1);

y(Lx(a®0d) =1y ((Lxa)®d +a® Lxo")
=((Lxa)(Y)) @' +aY)® Lxo
=Lx(Y))®@d —allx)®@c +aY)® Lxo)
=Lx(aY)®d)—allx)®d
=Lx(tyla®d")) —ieyy(a®d’). O
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8.4 Die Lie-Klammer und der Kommutator von Fliilen

Der vorherige Satz liefert ein Produkt auf dem Raum der Vektorfelder auf M.
Definition 8.23. Wir definieren die Lie-Klammer als
[, ] X (M) x X(M) — X(M), [(X,Y] = LxY. A
Wir untersuchen nun die algebraischen Eigenschaften der Lie-Klammer.
Satz 8.24. Die Lie-Klammer
(1) ist R-bilinear;
(i1) ist antisymmetrisch:

[(X,Y] = -]V, X], VXY € X(M);

(111) geniigt der Jacobi-Identitdt:
X,V 2] + [V, [Z.X]) 4 [Z.[XY] =0, VX.Y.Z e X(M)

Es gilt die Leibniz-Regel fiir alle X, Y € X(M):
X Y =(Lxf) Y+ [IX)Y], [[X)Y]=-(Lyf) X+ [IX,Y], Vfeor(M).

Auferdem ist die Lie-Ableitung von [ X, Y] auf dem Raum der glatten Funktionen der Kom-
mutator der Lie-Ableitungen von X und Y

ﬁxy] LxLCy — Ly Lx G,UfCOO<M), VX,YE.%(M) (813)

Wenn ¢ = (x',... ™) eine Karte ist, gilt

[%,%} =0, Vije{l,...,m}
Beweis. Die Eigenschaft 1 und 2 und das Verschwinden der Lie-Klammer von Koordina-
tenvektorfelder folgen unmittelbar aus Satz Die Leibniz-Regel wurde in Satz
gezeigt. Wir verbinden nun den Kommutator und der Lie-Klammer. Es sei f € C°(M).
Wir berechnen die rechte Seite von in p. Wir benutzen dafiir eine Karte ¢ um p:

LxLyf—LyLxf= EX(ZYZ (f(‘;—;fl)> (ZXZ af(‘;msp )>

] -1
- Z(dyl ’ + Z Z XJYZ 8xlaxﬂ )

=1 jl’Ll

- @xiy >(f i ZZXZYJ Mgﬂ)

=1 7j=1 =1

z::(dyl. (faf Y _@xiy )a(f;;_))

[X,Y]fu
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wobei wir die folgenden zwei Eigenschaften benutzt haben: den Satz von Schwarz, der
besagt, dass fiir glatte Funktionen g auf offenen Teilmengen des euklidischen Raums
% = %; die Darstellung von Lix y) in Koordinaten aus Satz (8.21

Wir zeigen nun die Jacobi-Identitédt. Nach der Folgerung [8.19| geniigt es zu zeigen, dass
die Lie-Ableitung, die zu der linken Seite assoziiert ist, verschwindet auf C*°(M). Wir

benutzen dafiir (8.13)) und berechnen die einzelnen Lie-Ableitungen

Lixpv,zy = LxLyv,z — Lyglx = LxLy Ly — LxLzLy — LyLzLx + LzLyLx
Lyzx) = LyLizx)— Lizx)Ly = LyLzLx — LyLx Lz — LzLx Ly + LxLzLy
Lizixyy =LzLixy) — Lixy1Lz =LzLxLy — LzLyLx — LxLy Ly + LyLxLy.

Das Summieren der rechten Seiten ergibt dann null. ]
Aufgabe 8.25. Zeigen Sie: die Jacobi-Identitét ist gleichbedeutend mit
ﬁ[X’y] :EXﬁy—ﬁyﬁx auf %(M), VX,YE%(M) A

Aufgabe 8.26. Es sei ® ein FluBl. Zeigen Sie: Wenn die Vektorfelder X und Y ®-invariant
sind, ist auch das Vektorfeld [X, Y] ®-invariant. A

Satz 8.27. Fs seien X undY Vektorfelder auf M. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) [X,Y] = O0ru;

(i1) Y ist ®x-invariant;

(i11) X ist ®y-invariant;

(iv) fiir alle p € M und alle s,t € R, sodass ®%.(p) € U3 fiir alle t' im Intervall zwischen
0 und t, gilt % (p) € UL fiir alle s' in Intervall zwischen 0 und s und

% 0 DY (p) = DY 0 DX (p). (8.14)

Wenn ®x und ®y vollstindig sind, sind insbesondere die obigen Bedingungen gleichbedeu-

tend mit
5 0 B, = P! o B, Vs, teR.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) wurde schon im Satz gezeigt. Da wir [X,Y] =
—[Y, X] nach Satz[8.24] (ii) haben, sehen wir, dass (i) und (iii) auch dquivalent sind. Wir
zeigen nun, dass (iv) und (ii) dquivalent sind. Es sei angenommen, dass (iv) gilt. Es sei
s € R beliebig und p € U%. Fiir t > 0 klein genug ist auch % (p) € U3, da U$ offen und
®y stetig ist. Dann leiten wir die Formel in (8.14) nach ¢’ fiir ¢ = 0 ab und wir bekommen

dp®% - Y(p) = Y(®%(p)).
Also ist Y ®x-invariant und (ii) ist somit gezeigt.
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Umgekehrt sei nun angenommen, dass Y ® y-invariant ist. Wir nehmen p € M, s,t € R,
sodass @4 (p) € U3 fiir alle ¢’ im Intervall zwischen 0 und ¢. Die ®y-Invarianz von Y
heifit, dass Yy ist @%-verwandt mit Y. Die Voraussetzung iiber s und ¢ sagt uns, dass
(p,t) € Z/[y|u§( . Wir kénnen daher Folgerung benutzen, wobei die Rollen von F, X, Xy
in der Notation jenes Satzes nun von ®% : U3y — M, Y|u)s( und Y gespielt werden. Es folgt,
dann ®% o @} (p) = Pl o 5 (p), wie gewiinscht. O

Bemerkung 8.28. Die Bedingung in (iv), dass ®4 (p) € U fiir alle ¢’ im Intervall zwischen
0 und ¢, ist wesentlich. Es gibt ndmlich Beispiele von Vektorfelder X, Y mit [X,Y] = Ory,
aber trotzdem @} o ®% (p) # P5 0P (p) fiir eine gewisse Wahl von s, ¢ und p. Man kann also
sich vorstellen, dass das Verschwinden der Lie-Klammer gleichbedeutend mit der lokalen
Kommutativitdat der Fliilen aber die Fliifle diirfen global nicht kommutieren. Auf dhnlicher
Weise werden wir sehen, dass das Verschwinden der Kriimmung eines Zusammenhangs auf
einem Vektorbiindel die lokale Existenz von einem parallelen Rahmen sichert aber nicht
die globale Existenz. A

Wir haben soeben bemerkt, dass das Verschwinden der Lie-Klammer gleichbedeutend
mit der lokalen Kommutativitidt der Fliien. Wenn die Lie-Klammer nicht verschwindet,
kann man immer noch die Lie-Klammer benutzen, um zu messen, wie sehr die zwei Fliilen
lokal nicht kommutieren. Das ist der Inhalt folgendes Satzes.

Satz 8.29. Es seien X,Y € X(U), wobei U eine offene Teilmenge des R™ ist. Fiir alle
p € U ezistiert ein € > 0, sodass fiir alle (x,y) € (—¢,€)* die linke Seite unten wohldefiniert

1st und es gilt
DY o DT 0 DY 0 D% (p) =p + 2y X, Y], + Az, y), (8.15)

wobei A, : (—e,€)? — R™ eine glatte Abbildung ist, sodass

A

i 2@Y O
(z,y)—(0,0) 2 + 12

Aufgabe 8.30. Beweisen Sie den Satz[8.29| Hinweis: berechnen Sie die Taylor-Entwicklung

der zweiten Ordnung der linken Seite von (8.15) in (z,y) =0 A

Es seien nun X, Y zwei Vektorfelder mit [X, Y] = Opy,. Dann nach der Bedingung (iii)
im obigen Satz, kommutieren ®% und ®% um jeden Punkt p € M fiir hinreichend kleine s
und t. Also verhalten sich diese zwei Fliile wie die Fliile der Koordinatenvektorfelder 6‘;
und 2 einer Karte ¢ = (z',...,2™).

Bemerkung 8.31. Es kann jedoch passieren, dass [X,Y] = Ory und trotzdem % und
®!, kommutieren fiir bestimmte (nicht kleine) Werte von s und ¢ (siehe Aufgabe 11-3). A

Umgekehrt wollen wir zeigen, dass wir eine Karte um p konstruieren kénnen, sodass
X und Y Koordinatenvektorfelder sind, sobald [X,Y] = Ory; und die Tangentialvektoren
X (p) und Y (p) linear unabhéngig sind. Wir kénnen sogar jede Anzahl X7, ..., X} von linear
unabhéngigen Vektorfeldern nehmen, sodass alle die Lie-Klammer [X;, X;] verschwinden.
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Satz 8.32. Es seien Xy,..., Xy € X(M) mit
(X, X, = Oppr, Vi€ {l,... k).

Es sei py € M, sodass X1(po), ..., Xk(po) € Tp,M linear unabhingig sind. Dann gibt es
eine Karte (U, @) um py mit

X,;|U:%, szl,,m

Beweis. Wir betrachten zuerst eine Karte ¢ = (y%,...,4™) : U’ — V/ um py und set-
zen qy = ¥(pg). Wir haben die lokalen Darstellungen Xi,..., X, der Vektorfelder, so-
dass [Xi, X;] = 0. Nach der linearen Unabhingigkeit von X,(q), ... Xx(qo) konnen wir
Vktt, - - -, U € R™ finden, sodass X1(qo), - - -, Xu(q0), Vks1, - - - , Uy eine Basis von R™ bilden.
Bis auf einem linearen Koordinatenwechsel diirfen wir annehmen, dass v; = %b:qo. Wir
betrachten dann die Zerlegung R™ = R* x R™™* sodass gy = (q1,q2) € RF x R™*, Wir
setzen F': (—e¢,€)* x B.(q2) — V, wobei

F(z',... 2% q) = ??11 o...0 @?k((ql,q)), V(2 ... 2% q) € (—€,€)F x B.(ga).

Fiir » und € klein genug ist diese Abbildung wohldefiniert, da die Fliifle stetig sind und
lokal eine gleichméiBige Existenzdauer haben. Wir benutzen die Notation z = (z!,..., a%)
fiir einen Punkt in (—¢, €)* und wollen nun zeigen, dass

(i) die ersten k Koordinatenvektoren F-verwandten mit X, ..., X sind:
0 ~
Ao P+ 5= = Xi(F(2,9)),  ¥(2,0) € (=€,6)" X By(g2);

(ii) die Einschrinkung von F' auf einem kleineren (—¢ — €')¥ x B,.(g2) ein Diffeomorphis-
mus auf das Bild ist.

Wenn das gewiihrleistet werden kann, ist ¢ := F~! 09 die gewiinschte Karte. Die Eigen-

schaft (i) folgt denn die Fliile nach Satz|8.27| kommutieren und wir konnen <I>§( nach vorne
schieben:
a aF (9 xi xl z,ifl Cci+l xk
d(x,q)F%: axz (z’q):axl <Q)XZO®X10¢X1 O(DX.1 OO@Xk(ql,q)>
— X,( ;i(ll o (I)?(ll o. ..(I>§~;1_1 o q)g:rl o...0 (I)Af;k(QhQ))

Um (ii) zu beweisen, benutzen wir den Satz von der Umkehrabbildung. Die Vorausset-
zungen jenes Satzes sind, dass d(g4,) [ ein linearer Isomorphismus ist. Wir haben schon

berechnet, dass (g, F - 22 = X;(F(0,¢2)) = Xi(go). Wir berechnen nun

ox?
| 9 O9F  _9F(0,)]  Oaq.q)| _ 0
(0,92) 8qi - aqi (0,92) o aqi g2 B 8qi q2 N ayi qo.

Laut Voraussetzung bildet d g 4,)F" eine Basis von R™ auf eine Basis von R™ und ist somit
ein linearer Isomorphismus. O]
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Folgerung 8.33. Es sei X € X(M), sodass X (p) # 0,. Dann existiert eine Karte (U, ¢)
um p, sodass X|y = %.

9 Kovariante Ableitung auf Vektorbiindeln

9.1 Motive und Definition

Im Abschnitt [6] haben wir Vektorbiindel © : E — M eingefiihrt, die {iber bestimmten
offenen Mengen U, welche M iiberdecken, wie den trivialen Biindel U x R" — U aussehen.
Wir haben dazu den Raum I'(E) der glatten Schnitten o : M — E des Vektorbiindels 7
betrachtet. Da 7 trivial iiber U ist, ldsst o|y sich in der Trivialisierung x : Eyy — U x R" als
den Graph I'p, , = xoo: U = U x R" einer glatten Funktion F, , : U — R" ausdriicken.

Wir wollen einen Sinn zu der Ableitung Vo eines Schnittes o € I'(E) geben. Das heifit:

Vpe M, YveT,M, V., €k, stelltdie Ableitung von o in Richtung v an p dar.

Im Abschnitt haben wir diese Aufgabe schon fiir das Biindel M x R — M gelost und
zwar haben wir gesehen, dass jeder Tangentialvektor v € T, M eine Richtungsableitung

C*(M) — R, fr=dyf-v

bestimmt. Die Richtungsableitung ist eine Derivation auf dem Raum C*(M). Das heifit:
sie ist ein lineares Funktional auf C*°(M), welches die Leibniz-Regel

dp(fg) -v=(dpf -v)g(p) + f(p)dpg - v

erfiilllt. AuBerdem fiir alle f € C°(M) liefert v — d,f - v ein Biindelhomomorphismus
TM — M x R. Anders gesagt ist df € I'(T*M ® (M x R)). Die gesuchte Ableitung auf
['(E) sollte daher die folgende Definition erfiillen.

Definition 9.1. Eine kovariante Ableitung (oder Zusammenhang) auf einem Vektorbiindel
7w E — M ist eine R-lineare Abbildung

V:T(F) = Hom(TM;E)=T(T"M ® E),
die die Leibniz-Regel erfiillt
V(fo)=(df)®ao+ fVo, VfeC®(M), ocel'(E). (9.1)
Also fiir alle p € M haben wir die lineare Abbildung
T,M — E,, v Vyo, VveT,M
und die Leibniz-Regel lédsst sich darstellen als
Vi(fo) = (dpf -v)o(p) + f(p) Voo A

Wir schreiben I'(E; V) := {0 € I'(E) | Vo = 0} fiir den Vektorraum der V-parallelen
Schnitten. Wir schreiben kA (E) fiir den Raum der kovarianten Ableitungen auf 7 : £ — M.
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Bemerkung 9.2. Eine kovariante Ableitung zu geben ist dquivalent nach Satz [6.78] eine
R-bilineare Abbildung

V:X(M)xT(E) 5 T(E), (X,0) Vxo

zu geben, die C*°(M)-linear im ersten Faktor Vyyo = fVyo ist und die Leibniz-Regel
Vx(fo)=df(X)o + fVo erfiillt. JAN

Wir wollen nun eine solche kovariante Ableitung V konstruieren. Wenn E = M x R”
trivial ist, dann o = 'y fiir F': M — R" und wir setzen einfach

VI 'p = (p,d,F - v). (9.2)

Wenn nun E beliebig ist, konnte man versuchen, V,o durch die Trivialisierung x zu defi-
nieren als

V¥o =x""p,dpFy o - v). (9.3)
Allerdings wenn x' : Eyr — U’ x R" eine andere Trivialisierung ist, stimmen im Allgemein
VX und VX fiir Schnitte auf U NU’ nicht iiberein. Es ist auch nicht moglich fiir beliebige £
nur einige Trivialisierungen x; auszusuchen, sodass {U;} die Mannigfaltigkeit M iiberdecken
und gleichzeitig VX = VXi auf U; N U, fiir alle 4,5 (die Vektorbiindel, die das zulassen,
sind sehr speziell und heiflen flach, da null Kriitmmung besitzen). Um diese Schwierigkeit
zu iiberwinden werden wir eine Zerlegung der Eins benutzen.

Satz 9.3. Jedes Vektorbiindel m : E — M ldsst eine kovariante Ableitung zu.

Proof. Es sei {x; : Ey, — U; x R"} eine Familie von Trivialisierungen, sodass {U;} die
Mannigfaltigkeit M iiberdeckt. Fiir jedes ¢ konnen wir VX : I'(Ey,) — I'(T*U; ® Ey,) mit
Hilfe der Formel definieren. Das ist eine kovariante Ableitung fiir 7|y, : Ey, — U;. Es
sei nun {p;} eine Zerlegung der Eins beziiglich {U;}. Dann

o piVXi(o

U, NE)—-T(T"M ® E)

ist wohldefiniert und R-linear aber keine kovariante Ableitung, da die Leibniz-Regel nicht
gilt (priifen Sie das). Wir setzen nun

=" Zpivm(o

v),  T(B) = T(I"M @ E).

Da die Uberdeckung {7'(p;)} der Tréger lokal endlich ist, ist V wohldefiniert und R-linear.
Die ist auch eine kovariante Ableitung, da die Leibniz-Regel gilt:

V(fo) =Y pV¥((fo)lu,) =Y pidflo, @olv, + £ piV¥(oly,)

iel iel iel
= (Zpi>df®a+fV0
iel
=df®c+ fVo. O
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Beispiel 9.4. Es sei M — T' das Mobiusbiindel. Fiir jede s € R sei x, : By, — Uy x R
die Trivialisierung von M, die Sie in Aufgaben 8-1 konstruiert haben. Zeigen Sie, dass

V.o = x"1p,d,Fy o), VpeU, veT,T
eine wohldefinierte kovariante Ableitung liefert. A

Bemerkung 9.5. Nach (9.2]) sehen wir, dass
dpF sV = dr‘F(p)ﬂ'g . dpFF - v, (94)

wobei 9 : M x R" — R" die kanonische Projektion ist. Das bedeutet, dass V,I'; von d['j-v

und dmy bestimmt wird. Ein anderer natiirlicher Versuch um eine kovariante Ableitung zu
konstruieren wére die Formel (9.4) nachzuahmen:

Voo = Ko - dpo - v, (9.5)

wobei IC die Rolle von dms spielen sollte. Welche Eigenschaften besitzt 7 Es sollte ein
Biindelhomomorphism K : TE — V sein, wobei V die vertikale Distribution vom Beispiel
und K|y = idy. Dazu muss K eine gewisse Vertriglichkeit mit der faserweise linearen
Struktur von F haben, um die Linearitét von o — V,0 zu gewéhrleisten.

Also ist K eine lineare Projektion auf die vertikale Distribution V. Als solche wird sie
vollstandig bestimmt von ihrem Kern H := ker IC, der sogenannten horizontalen Distribu-
tion von /C, die

TE=H&V (9.6)

erfiillt. Umgekehrt liefert jede Distribution H, die erfiillt, eine Abbildung K wie oben.
Es ist ein sehr interessantes Resultat, das wir hier nicht beweisen, dass jede kovariante
Ableitung V aus einer mit der linearen Struktur von E vertridglichen Projektion K (oder

eine horizontale Distribution ) durch die Formel (9.5 stammt. A

9.2 Der Raum der kovarianten Ableitungen

Kovariante Ableitungen V : I'(E) — I'(T*M ® E) sind nicht C°°(M)-linear denn sie
erfiillen die Leibniz-Regel. Da der erste Term in aber nicht von V abhingt, ist die
Differenz von kovarianten Ableitungen C'°°(M )-linear und daher durch einen Schnitt von
T*M @ E* ® E darstellbar.

Satz 9.6. Es seien V', V? kovariante Ableitungen auf E. Dann existiert w € T'(T*M ®
E*®E), sodass V?—V*' = w (siehe Bemerkung . Umgekehrt fiir eine feste kovariante
Ableitungen V ist

VY=V +uw, Vwe I'(T"M @ End(E))

eine Kovariante Ableitung, wobei End(FE) = E* ® E. Die Zuordnung

[(T*M ® End(E)) — kA(E),  w+s V*
der Identitit V@1+e2) = (V“1)%2 gendigt und daher gibt kA(E) die Struktur eines affinen
Raums dber dem Vektorraum I'(T"M @ E* @ E).
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Proof. Wir berechnen
Vi(fo)=df ® o+ fV'o, V3(fo)=df ® o + fV?0.

Wir nehmen die Differenz dieser Gleichung, um die Behauptung zu beweisen. Fiir die zweite
Aussage berechnen wir

Ve (fo)—df @ o =V(fo)+w(fo) —df @ o = fVo+ fw(o) = f(Vo +w(o)) = fV¥0.
O
Bemerkung 9.7. Da der Raum kA(F) der kovarianten Ableitungen affin ist, gilt
M A ER, M +X=1, VLVZEkAE) = \MV'+ MV2ekA(ER).
Es ist auch klar, dass kA(F) kein Vektorraum beziiglich der Standardsumme ist, da zum
Beispiel 0 ¢ kA(E). A
Das obige Resultat sagt uns, dass wir viele Weisen haben, eine Ableitung von Schnitten
von E zu definieren. Diese Weisen sind durch I'(T*M ® End(FE)) parametrisiert aber nicht

auf einer kanonischen Art, da die Parametrisierung von der Wahl eines Ortspunktes V
abhéngt.

Bemerkung 9.8. Um eine kovariante Ableitung auf E eindeutig zu wéhlen, miissen wir
zusitzliche Eigenschaften von V verlangen. Fiir die kovariante Ableitung auf T'M fiir M
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, das wird durch die Vertréglichkeit mit der Metrik und
der Lie-Klammer gewiéhrleistet (siche Abschnitt [L0)). A

Wir beenden diesen Abschnitt, indem wir das Verhalten von kovarianten Ableitungen
durch Biindelhomomorphismen untersuchen.

Satz 9.9. Es seien m : B — M und 7y : Ey — M Vektorbindel und F' : By — E5 und
G : Ey — E; Bindelhomomorphismen iber M (ndmlich m o F = m und my 0 G = m),
sodass G o F' =idg,. Dann ist

kA(E2) — kA(E)), V—GoVoF
ein Homomorphismus von affinen Rdaumen, wobei
(GoV):I'(By) = T(T*"M ® E), (GoV),o:=G(V,0).
Insbesondere, wenn F' ein Isomorphismus und G = F~' ist, bekommen wir den Isomor-
phismus von affinen Rdumen
kA(Es) — KA(E,), Vi FloVoF
Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass G o V o F' R-linear ist. Die Leibniz-Regel folgt aus
GoVoF(f-0)=GoV(f-(Fo))=G(df ® (Fo))+G(f-V(Fo))
=df ® G(F(o))+ f-G(VoFo)
=df®oc+ f-GoVolFo.

Die Kompatibilitit mit der affinen Struktur, ndmlich G o V¥ o F' = V¥ fiir alle w €
['(T*M ® E5 ® E,), lasst sich auch leicht priifen. Schlieflich ist die Umkehrabbildung von
Vi FoVoF™durch Vi F~'oVoF gegeben. O
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9.3 Kovariante Ableitungen auf trivialen Biindeln

Nach dem Satz lisst sich jede kovariante Ableitung auf M x R" als
Vo=do+w-o (9.7)

schreiben, wobei wir ¢ = I'r mit F' identifizieren und lassen wir den Punkt p aus der
Notation in (9.2) weg. Daher ist o = (o) ein Vektor des R" und w = (wf) eine Matrix,
deren Eintriage 1-Formen auf M sind. Wenn wir mittels der Standardkoordinaten auf R”

(9.7) angeben, finden wir die 1-Formen

h
(Vo)* :dak—i—Zajwf, k=1,...,h. (9.8)

j=1

Wenn wir dazu eine Karte (U, ¢) von M wihlen, kénnen wir diese 1-Formen in der Basis
dz!,...,dz™ schreiben:

ENS o b o (00 - k 3\,
w; :2wij«dx, (Vo) :Z<8xi +leija >dx, k=1,...,h. (9.9)
1= J=

1=

Bemerkung 9.10. Wir kénnen auf dquivalenter Weise und die Standardbasis

e1,...,e, von R statt der Koordinaten benutzen, um Vo zu schreiben:
Vo = i (dak + iw'?aj) ® g Vo = ii (80"3 + h wkvj)dmi ®eg. (9.10)
k=1 j=1 ’ 7 k=1 j=1 O j=1 U . |
Wenn o = ¢; fiir alle j = 1,..., h finden wir

h h m
Ve; = wa ® ey, Ve; = ZZdex’ ® ey.
k=1

k=1 i=1

Die zweite Gleichung kann auch als
m
Vaiej:wajek, Vi=1,...,m
k=1

geschrieben werden. A

Beispiel 9.11. Fiir M = R? und F = R? x R? ist

[ ydz —xdy cos ydy _ Y 0 —r cosy
W (xQda: —e™dy sin(z + y)dx) =dz® (xQ sin(x + y) tdye —e™ 0
eine Matrix von Zusammenhangsformen, die eine kovariante Ableitung V¥ auf R? x R?
bestimmt. Was ist V2, | o (y?e1 + zyes)? VAN
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9.4 Lokalitat von kovarianten Ableitungen

Wir haben kovariante Ableitungen V abstrakt in Definition eingefiithrt und wir priifen
nun, dass sie die Eigenschaften besitzen, die von einer Ableitung zu erwarten sind. Wir
wollen auf jeden Fall, dass

(i) V lokal ist: fiir jede offene Teilmenge U C M héngt der Schnitt (Vo)|y nur von oy
ab (fiir den Fall von Richtungsableitungen von Funktionen, also das Biindel M xR —
M, hie} das, dass Richtungsableitungen auf dem Raum von Keimen durch
wohldefiniert sind);

(ii) V durch ihre Einschréankung auf Kurven bestimmt ist: fiir v € 7, M héngt der Wert
von V,o € E, nur von der Wert von ¢ auf einer Kurve v : (—e¢,¢) — M mit y(0) = p
und ¥(0) = v ab (fiir den Fall von Richtungsableitungen von Funktionen, also das
Biindel M x R — M, folgt das aus der Definition der Isomorphismus )

Wir fangen an, die Lokalitdt zu beweisen.

Satz 9.12. Es sei V eine kovariante Ableitung auf m : E— M. Fiir alle offenen Teilmen-
gen U C M gibt es eindeutig eine kovariante Ableitung VY auf my : Ey — U, sodass

V(oly) = (Vo)ly, VYoel(E).

Beweis. Es sei zuerst U’ eine beliebige offene Menge in M und p € U’. Es sei angenommen,
dass 01 und o9 in I'(E) auf U’ {iibereinstimmen. Dann verschwindet 7 := 0y — oy auf U’
und wir kénnen f : M — R finden, sodass f(p) =0 und f =1 auf M \ U'. Dann 7 = fr
und

Voo, —Vo, =Vr=V(fr)=df @7+ fVT.

Wir werten diese Gleichung in p auf und sehen, dass da die rechte Seite verschwindet. Also
Vas(p) = Voi(p).

Wir kénnen dann VY fiir o € I'(Ey) auf folgender Weise definieren. Fiir jede U" C M
offen mit U’ C U existiert oy € ['(E) mit o|yr = /|y und wir setzen

VY(p) =V(5u)(p), VpelU'

Das ist eine gute Definition denn jeder Punkt p € U in irgendwelcher U’ wie oben enthalten
ist und wenn p € U'NU” dann V(6¢7)(p) = V(6p~)(p) nach dem ersten Teil dieses Beweises.
Es ist auch klar, dass VYo glatt ist, da sie mit V(Gpr) € I'(E) auf U’ iibereinstimmt. Die
R-linearitdt und die Leibniz-Regel sind eine Aufgabe fiir Sie. O]

Das obige Resultat sagt uns, dass man lokale Ableitungen lokalisieren kann. Mittels
fiihrt das dazu, dass, wenn y : By — U x R” eine Trivialisierung ist, wir die kovariante
Ableitung auf Ey explizit als

YVx lo =do+ w0, Vo e T(U x R")

k) eine Matrix mit Ein-

schreiben kénnen. Hier erinnern wir uns daran, dass wX = ((wX);
tragen 1-Formen auf U ist. Falls (U, ¢) eine Karte auf M ist, haben wir die dazugehorigen

Koeffizienten ((w®#))%) die glatte Funktionen auf U sind.
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Definition 9.13. Wir nennen die 1-Formen (wX)¥ auf U die Zusammenhangsformen von
V beziiglich der Trivialisierung y und (w(X"P))fj die Christoffelsymbole von V beziiglich
der Trivialisierung y und der Karte ¢. Wenn die Trivialisierung und die Karte klar vom
Kontext sind, schreiben wir einfach w? = (wX)¥ und wf; = (w?))k). JAN

k

Wie ist die Transformationsregel fiir die Zusammenhangsformen w;’, wenn wir die Tri-

vialisierung wechseln? Das kléart der néchste Satz.

Satz 9.14. Es sei V eine kovariante Ableitung auf E und es seien x : By — U X R" und
X : By = U x R" Trivialisierung fir E mit Ubergangsfunktion A : U NU — GLu(R).
Wenn wf und ij die Zusammenhangsformen fiir x und x sind, gilt dann

Aw—o-A=dA, auf UNT. (9.11)
Die (j,0)-Eintrdage der obigen Matrixgleichung ist die 1-form auf U N U:
h . .
3 <A{Cw§ - @iAQ?) = dAL. (9.12)
k=1
Proof. Nach Voraussetzung fiir alle o : U — R" und ¢ : U — R” gilt
xVx lo=do+w-o, XVX 6 =d6+a@-65.

A-o auf UNU. Dann berechnen wir dé + @ - & zweierlei.

Es sei nun angenommen, dass ¢ =
o=A-0:

Erstens durch Einsetzen von
do+w-06=A-do+dA-oc+w-A-o.
Zweitens mittels
do+0-6=xVY 'o=xx"(xVx'o)=A - (do+w-0o).
Das Vergleichen von der rechten Seiten und die Tatsache, dass o beliebig ist, impliziert die

gewiinschte Transformationsregel. [

9.5 Pull-Back von kovarianten Ableitungen

Wir zeigen nun, dass V durch ihre Einschriankung auf Kurven bestimmt ist. Wir werden
das folgern, aus der Tatsache, dass wenn Ppg(7) : Pr(E) — L das Pull-Back Biindel durch
eine glatte Abbildung F' : L — M ist, dann es auch eine Pull-Back kovariante Ableitung
Pr(V) auf Pr(E) gibt, die vertrdglich mit dem Zuriickzichen von Schnitten ist.

Satz 9.15. Es seim: E — M ein Vektorbiindel und V € KA(FE). Fir jede glatte Abbildung
F : L — M existiert eindeutig eine kovariante Ableitung Pr(V) € KA(Pr(E)), sodass

PF(V)U(U o F) = quF-uU € PF<E)q = EF(q); ‘v’q € L, Yue TqL, (913)
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wobei wir Pp(E), mit Epy) nach (6.5)) identifiziert haben.
Wenn wf die Zusammenhangsformen fiir V beziiglich eines Rahmens eq, ..., e, von
auf U C M sind, sind dann die Pull-Back Formen F*wé-f im Sinne von Definition die

Zusammenhangsformen fiir Pr(V) beziiglich des Rahmens ey o F ... ey o F von Pr(m) auf
F~Y(U) C L.

Beweis. Wir nehmen eine offene Menge U von M, sodass E einen Rahmen (e;);=1,
zuléisst. Es seien (w}) die Zusammenhangsformen von V beziiglich des Rahmens ey, . . ., e

h
:Zw?@ek” \V/jzl’,h
=1

Nun liefert das Pull-Back einen Rahmen (e; o F') von F*E auf der offenen Menge F~(U).
Wenn wir die linke Seite der Gleichung (9.13)) fiir o = Z?Zl fie; € T(Ey) berechnen, sehen

wir, dass

Pr(V)u(o o F) ZPF W(flo F)(ejo F))

= Z(dnq)fj ~doF - u) - ¢;(F(q)) + [/(F() - Pr(V)ulej o F).

Jj=1
Wenn wir nun die rechte Seite berechnen, finden wir

h

Vayrao = S (e f7 - d,F - 0) - ¢(F(g)) + F/(F(0)) Va,re;
j=1
h h
=D (e f? - doF ) - (F(a) + )/ (F(0) (] - dgF - wew(F(q))
j=1 k=1
h h
= (e f? - dF ) - (F(0) + ) f/(F()(F'w} - u)(ex o F)(g).
j=1 k=1
Also die Gleichung (99.13)) stimmt genau dann, wenn die Zusammenhangsformen von P (V)
beziiglich des Rahmens e; o F', ... e, o F' gleich F *w;? sind. Da U eine beliebige trivialisie-

rende offene Teilmenge von M ist, folgt somit die Eindeutigkeit von Pr(V).

Fiir die Existenz definieren wir fiir alle trivialisierende offene Menge U die kovariante
Ableitung Pr(V)|p-1(v) als die einzige kovariante Ableitung auf Epw), die die Zusammen-
hangsformen F*w;-c beziiglich des Rahmens e; o F|... e, o F' besitzt. Die Existenz von
Pr(V) auf Pr(E) ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass fiir jedes Paar von trivialisieren-
den offenen Mengen Pr(V)|p-1 gy und Pr(V)|p-1@) auf F~H(U) N FYU)=FYUND)
iibereinstimmen. Das ist klar, weil die Einschrénkungen von beiden kovarianten Ableitun-
gen auf F~1(U N U ) der Formel geniigen und deswegen sind gleich nach der schon
bewiesenen Eindeutigkeit {iberein. [
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Bemerkung 9.16. Die Existenz folgt auch aus der Tatsache, dass F*w;? und F *@;“ die
Transformationsregel mit Ubergangsfunktion A o F erfiillen. Diese Aussage ldsst
sich beweisen, indem man das Pull-Back durch F' der Transformationregel zwischen
wf und d}f mit Ubergangsfunktion A nimmt. A

Wenn v € T,M und F' = v : (—¢,€) = M, t — ~(t) mit v(0) = p und 4(0) = v, dann
liefert der obige Satz
PF(V) )

| (0 o7) =V, €Pr(E) = Ey.

Ot |¢=0

Das heifit: die rechte Seite hdngt nur von ¢ oy ab und wir haben den folgenden Satz
bewiesen.

Satz 9.17. Eine kovariante Ableitung V fir E — M ist eindeutig bestimmt durch ihre
FEinschrinkung P,(V) auf allen glatten Kurven ~ : (a,b) — M. Wenn w die Matriz der

Zusammenhangsformen von V auf U ist, dann ist dt ® ¢ die Matriz der Zusammenhangs-
formen fiir P, (V) auf v~ (U), wobei ¢ := w() : v (U) = gl,(R). O

9.6 Einschrankung von kovarianten Ableitungen auf Kurven und
die Parallelverschiebung

Es sei £ — M ein Vektorbiindel und V € kA(FE). Wir wollen nun den Vektorraum I'(E; V)
der V-parallelen Schnitte von E untersuchen. Wenn V = d das Differential auf dem tri-
vialen Biindel M x R” ist, sind V-parallele Schnitte Funktionen, die auf jeder Zusammen-
hangskomponente von M konstant sind. Insbesondere wenn M zusammenhéngend ist, gilt
(M x R d) = R",

Umgekehrt wenn V einen Rahmen ey, ..., e, von parallelen Schnitten auf U zulésst, ist
V in der entsprechenden Trivialisierung durch das Differential d dargestellt (auf dquiva-
lenter Weise die Zusammenhangsformen verschwinden). Denn wenn o = Z?Zl fie;, dann

h h h
Vo=> V(fie)=> (dfi@e;+ fiVe) =Y dfi@e
i=1 i=1 i=1

Allerdings werden wir sehen, dass fiir viele kovarianten Ableitungen lokale V-parallele Rah-
men um p € M existieren nicht. Man kann sich vorstellen, dass solche kovariante Ablei-
tungen gekriimmt sind, wobei wir den Begriff von Kriimmung fiir kovarianten Ableitungen
im néchsten Abschnitt einfithren werden.

Hier bemerken wir, dass es sogar passieren kann, dass fiir jede offene Umgebung U
von p € M der Vektorraum I'(Ey; V() trivial ist (insbesondere existiert kein V-paralleler
Rahmen). Wenn ¢ = (z',...,2,,) : U = V eine Karte ist, haben wir die Aquivalenz

Vo=0 auf U V.o o=0, Vi=1,...,m. (9.14)
8.’1}2

Es sei nun F, : V — R" die Darstellung von o beziiglich eines Rahmens von Ey. Das
heift: ¢ = S0, F¥e,. Dann lisst sich die rechte Seite von (9.14) als ein System von m
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linearen partiellen Differentialgleichungen auf der offenen Menge V' = ¢(U) von R™ fiir die
unbekannte Vektorfunktion F,, umschreiben:

oF, 0
‘ - )V = gl (R). 9.15
- )V ah(®) (0.15)
Insbesondere impliziert die i-te Gleichung, dass die Einschrankung von o auf der i-ten
Koordinatenkurve durch jeden q € U

Vi=1,...,m, + (- F, =0, wobei Q:za;(

(v V)-parallel ist. Wir fangen deswegen an, parallele Schnitte fiir Vektorbiindel iiber einem
Intervall (a,b) zu studieren.

9.6.1 Vektorbiindel iiber einem Intervall

Es sei E'— (a,b) ein Vektorbiindel iiber einem Intervall, das wir durch die Variabel ¢ para-

metrisieren. Es sei dazu V € kA(E) und ey, . .., e, ein Rahmen fiir F auf dem Subintervall
(a', V') C (a,b). Wenn wir nun (9.14)) und (9.15)) fiir o € I'(E(4/ »y) benutzen sehen wir, dass
dF,

Vo=0 auf (d,V) =

L E =0, g:=w<%).

Die Gleichung auf der rechten Seite ist eine lineare gewohnlichen Differentialgleichung
mit zeitabhéngiger Koeffizientenmatrix ¢ : (a/,0') — gl,(R). Wir kénnen unser Wissen
iiber solche Gleichungen von der Analysis I-II-III benutzen, um das folgende Resultat zu
beweisen.

Folgerung 9.18. Es sei E — (a,b) ein Vektorbindel und V € kKA(FE) eine kovariante
Ableitung auf E. Fir alle ty € (a,b) ist die Abbildung

[(E; V) — By, o o(to)

ein linearer Isomorphismus und wir schreiben die Umkehrabbildung als e — o.. Insbesonde-
re wenn die Elemente ey, ..., ey eine Basis von Ey, bilden, ist o.,,...,0e, ein V-paralleler
Rahmen auf (a,b).

h

Beweis. Was wir zeigen miissen ist, dass fiir ¢y € (a,b) und ey € Ej, ein eindeutiger V-
paralleler Schnitt o., auf (a,b) mit o.,(ty) = ey existiert. Wir betrachten zu diesem Zweck
X : Euyy — (d/,0) x R" eine Trivialisierung um #,. Wir setzen (¢, 1) := x(eo). Es sei
F,, : (d’,b') — R" die eindeutige maximale Losung des Anfangswertproblems

{Euwz—qu%m,
Fyo(to) = mo.

Die Tatsache, dass die maximale Losung auf dem ganzen Intervall (a’, ') definiert ist, sollte
aus Analysis I-II-III bekannt sein. Dann o := x '([,) ist der eindeutige V-parallele
Schnitt auf (a',0’), sodass oy, (o) = eo.
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Wir bemerken nun, dass wenn (a,b;) und (ag,bs) Subintervalle von (a,b) mit ¢y €
(as, bs) = (a1, b1)N(az, b2) sind und oy € ['(E(q, p,); V) und 02 € ['(E(q, p,); V) mit oy (o) =
eo = 02(to), dann o1 = 05 auf (as, bs). Wir haben das Argument schon im Satz[8.4] gesehen.
Die Menge {01 = 09} enthilt to und ist abgeschlossen, da E hausdorffsch ist. Die Menge
ist auch offen. Wenn oy (t') = 09(t') gilt, dann, nach dem ersten Teil dieses Beweises mit ¢’
statt tg, stimmen oy und o9 auf einem kleinen Intervall um #', wo E trivial ist. Da (ag, bs)
zusammenhéngend ist, gilt {01 = o9} = (ag, b3).

Es gibt daher eindeutig ein paralleler Schnitt ¢, : (amax; bmax) — F mit o, (to) = eo, der
auf einem maximalen Subintervall (Gmax, bmax) von (a, b) definiert ist. Wir sind fertig, wenn
wir zeigen, dass amax = @ und b = by,.,. Hier spielt die Linearitéit der Differentialgleichung
eine entscheidende Rolle. Wenn, zum Beispiel, b,.x < b, dann kénnen wir eine Triviali-
sierung x auf (bpax — 0, bmax + 0) nehmen. Nach dem ersten Teil dieses Beweises existiert
eindeutig ein paralleler Schnitt 7 auf (byax — 9, bmax +9) Mit 7(bpax —0/2) = ey (bmax —9/2).
Daher 7 = 0., auf (bmax — 6, bmax) und wir kénnen 7 und o,, zusammenkleben, um einen
parallelen Schnitt & mit 6(¢y) = ey auf (Amax, bmax +0) zu konstruieren. Dieser Widerspruch
zeigt bpax = 0. O

Wenn wir zwei Punkte ¢y und ¢; auf (a,b) feststellen, kénnen wir den obigen Satz
benutzen um Elementen in F;, auf Elementen in £, parallel zu verschieben.

Definition 9.19. Die Parallelverschiebung P, 4, : Ey, — Ey, ist der linearer Isomorphis-
mus P, ¢,(e) := o.(t1) fiir alle e € Ey, wobei o, € I'(E; V) mit o.(ty) = e. A

Bemerkung 9.20. Es gelten die Eigenschaften
-Pto,to — IdEt()? Ptg,tl o Ptl,to — Ptg,t(n Vt(); tl? t2 S (a’J b)

Es folgt daraus, dass
Pt:ifo - Pt(),t17 Vt[}, tl E (a’ b) A

Wir erwarten, dass die Parallelverschiebung wichtige Informationen {iber die kovariante
Ableitung enthélt. Wir machen diese Intuition préizis, indem wir zeigen, dass eigentlich die
Parallelverschiebung die kovariante Ableitung bestimmt.

Satz 9.21. Es sei E — (a,b) und V € KA(FE). Es sei 0 € I'(E) gegeben. Dann

d
V,| o=—

Py -o(t).
at|t0 dt to.t 0 (t)

t=to

Insbesondere bestimmen die Parallelverschiebungen P, fir alle to,t1 € (a,b) die kovari-
ante Ableitung V wvollstindig.

Beweis. Es sei (e;(to)) eine Basis von Ey. Dann ist (e;(t) := P,4e;(to)) ein paralleler
glatter Rahmen auf (a,b). Daher existieren glatte Koeffizienten f7 : (a,b) — R, sodass
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o= Z?Zl fie;. Es gilt

h h h
Vo =Y Vo, fle; =Y fto)e;(to) + £ (to)Va,,, €5 = % . <ij(t)€j(to))
j=1 j=1 0=t
d b
- (Z F(0)Pses(1))
d b
== :tOPto,t(;f%t)eJ(t))
- % t=t0Pt0’t ' U(t) H

9.6.2 Beliebige Vektorbiindel

Es sei nun £ — M ein Vektorbiindel iiber eine beliebige Mannigfaltigkeit und V € kA(FE).
Wenn 7 : (a,b) — M eine glatte Kurve ist, konnen wir das eingeschriankte Vektorbiindel
P,(E) — (a,b) und die eingeschrinkte kovariante Ableitung P, (V) € kA(P,(E)) betrach-
ten. Wir kénnen nun die obige Diskussion auf diese Einschrankungen anwenden und somit
die Parallelverschiebung entlang der Kurve ~ definieren. Manchmal ist es aber flexibler mit
stiickweise glatten Kurven zu arbeiten, die wir nun einfiihren.

Definition 9.22. Es sei 7 : [tg, ;] — M eine stetige Kurve. Die Kurve heifit glatt, wenn
es y i (to — et +€) = M mit v = |, existiert. Die Kurve heifit stiickweise Glatt,
wenn v die Verkettung von glatten Kurven ~; : [s;,8;41] — M fir ¢ = 1,...,k. Eine
Umparametrisierung von « ist eine Kurve 7 : [to,#;] — M, sodass ¥ = 7 o 7, wobei
7 : [to, t1] — [to, t1] ein stiickweise glatter Diffeomorphismus ist. Die Umparametrisierung
heiBt orientierungserhaltend, wenn 7(#y) = to und 7(¢;) = t; und orientierungsumkehrend,
wenn 7(t;) = to und 7(ty) = t;. A

Definition 9.23. Es sei v : [to,t1] — M eine glatte Kurve. Die Parallelverschiebung
Pl i ¢ Eyo) = Ey,) entlang der Kurve «y ist der lineare Isomorphismus Py, 4, : Py (£)y, —
P,(E);, von der Definition beziiglich P, (V). Wenn ~ nur stiickweise glatt ist, ist die

Parallelverschiebung P/, : Eu,) — E, ) als die Verkettung der Parallelverschiebungen
entlang der glatten Stiicken der Kurve definiert. A

Bemerkung 9.24. Die Parallelverschiebung héngt von der Umparametrisierung nicht, da
das Pullback durch die Umparametrisierung parallele Schnitte auf parallele Schnitte sendet.
Genauer gesagt, wenn 7 orientierungserhaltend, beziehungsweise orientierungsumkehrend,
Umparametrisierung gilt
. 5 5\l
Pglfo - PglvtO’ Pt:j,fo = (Pgl,to) :
Dagegen ,wenn pg, p1 € M, hdngt die Parallelverschiebung Pﬂo : Tpo M — T, M von
der Kurve v : [0,1] — M mit v(0) = pp und (1) = p; ab. Das hat im Prinzip zwei
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Grunde. Einer ist geometrisch: V ist gekriimmt auf M (Fall der Sphére in Aufgabe 13-2).
Einer ist topologisch: auch wenn V nicht gekriimmt ist, konnten zwei solche Kurven, die

nicht homotopisch miteinander sind, unterschiedliche Parallelverschiebungen haben (Fall
der Kegel in Aufgabe 13-1). JAN

Folgerung 9.25. Es sei V € kA(E). Es seien dazu 0 € I'(E), p € M und v € T,M
beliebig. Fir alle v : (—e,€) — M mit v(0) = p und ¥(0) = v gilt

d

Voo =3,

P(;Y,t(a 0y)(t) € Pp(E) = E50)-
Die Parallelverschiebungen Py, fir alle v : (a,b) — M und to,t, € (a,b) bestimmen die
kovariante Ableitung V wvollstindig. O]

Folgerung 9.26. Fs sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und E — M ein
Vektorbiindel. Fir alle V € KA(E) und alle p € M ist die lineare Abbildung

I'(E; V)= E,, o+ o(p)
injektiv.

Beweis. Es sei o € ker (I'(E; V) — E,). Wir wissen also, dass o(p) = 0 und wollen wir
schliefen, dass o(p') = 0 fiir alle p’ € M. Da M zusammenhéingend ist, existiert eine
stiickweise glatte Kurve 7 : [0, 1] — M mit v(0) = p und (1) = p’. Nach ist o parallel
entlang v. Da o(v(0)) = o(p) = 0 folgt aus der Eindeutigkeit der Parallelverschiebung,
dass 0 = o(y(1)) = a(p). O

9.7 Die Kriimmung

Wir kommen nun zu der Frage zuriick, ob wir fiir £ — M und V € kA(FE) lokal um

einen Punkt p € M einen V-parallelen Schnitt o mit o(p) # 0 finden kénnen. Es sei dafiir

(U, = (z',...,2™)) eine Karte um p, sodass ¢(p) = 0. Wir benutzen unten die Notation

W?r nehmen e € £, und wir verschieben e parallel entlang der ersten Koordinatenkurve

ty = y(ty) == p (t1,0,...,0) durch p. Wir gewinnen somit einen Schnitt ¢!, der parallel
entlang ~; ist, also

Va0l = 0. (9.16)

Wir betrachten nun die Einparameterschar von zweiten Koordinatenkurven, die durch die
Punkte von ~; laufen:

’ytl(tQ) = Sp_l(tlatQaOa v 70)

Wir konstruieren dann eine Schar o;, von parallelen Schnitten entlang 7;,, sodass oy, (0) =
ol(ty). Da oy, eine Differentialgleichung, die glatt vin Parameter t; abhiingt, ist 02(tg, t) =
o, (t2) ein Schnitt entlang der Unterfliche (¢1,¢2) — v2(t1,t2) := v, (t2). Es ist aber nicht
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klar, dass o2 parallel ist. Nach Konstruktion ist o2

heifit

entlang der Kurven ~;, parallel, das
V(«)QU z = 0.

Um das Verhalten von Vj, 02 zu untersuchen, nehmen wir die kovariante Ableitung Vs, Vg, o2

entlang der Kurven 7;,. Wenn wir annehmen, dass die kovariante Ableitungen Vg, und Vs,

kommutieren, also

2 2
Vo, Vo0, = Vo, Va,0,,

bekommen wir

V{)zValUg = VQIVBQ g = V320 = 0.

Also wiire Vg, 02 ein paralleler Schnitt entlang 7;,. Aber fiir £, = 0 haben wir

e

2 1
Val\Q:OJ = Vy0, =0.

Nach der Eindeutigkeit der Parallelverschiebung muss deshalb V02 iiber der ganzen Sub-
fliche gelten.

Man kann nun dem gleichen Verfahren folgen und eine Zweiparameterschar von dritten
Koordinatenkurven 4, ;, und Parallelverschiebungen oy, ;, entlang 74, ¢, mit oy, 4,(0) =
o2(ty, t2) betrachten. Die dazugehérige glatte Schnitt entlang dem Unterraum (¢q, t2,t3) —
73, Das ist parallel genau dann, wenn

3 3 3 3
V83V3106 = V31V3306, V53Va206 = V32V3306.

Wenn wir dieses Verfahren fiir o2,...,0™ =: o, iterieren, bekommen wir das folgende

€
Resultat.

Satz 9.27. FEs sei angenommen, dass die Bedingungen
VaiVajU:V(jjv(aiU, Vi, j=1,...,m, Vo e F(EU) (917)

gelten. Dann ezistiert fir alle e € E,, ein V-paralleler Schnitt o, mit o.(p) = e auf einer
offenen Umgebung von p. Nach Folgerung existiert ein V-paralleler Rahmen auf U.
O]

Die Bedingungen in (9.17)) sind dquivalent zum
U%VaiVajO—VajVaiUZO, Vi,j:1,...,m.

Wir moéchten nun diese Bedingungen ohne Bezug zu den Koordinatenvektorfelder 9; schrei-
ben. Wir suchen daher einen Schnitt R(-,-)o € I'(T*M ® T*M x E), sodass

R(@Z, 8j)0 = VaiVajU — VajVaiO' (918)
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(sieche Bemerkung [6.79). Der erste Versuch wiirde R(X,Y)o als VxVyo — VyVxo zu
setzen. Diese Abbildung ist aber nicht C*°(M)-linear in X:

VixVyo = VyVixo = fVxVyo - Lyf-Vxo— fVyVXo
= f(VXJ - VyVXO) - V(Lyf)XU
= [(Vxo = VyVx0) = Vi, (1x)-f2y X0
= f(Vxo —VyVxo) — IVixyio + Vixyo.

Diese Identitét kann allerdings als
fovya' - VnyXa' — V[fX’Y]O' = f(VXU — VyVXO' — V[X,y}a)

umgeschrieben werden. Also ist VxVyo —VyVxo—V(xyo C*°(M)-linear in X. Die An-
tisymmetrie sagt uns, dass solche Abbildung auch C*°(M)-linear in Y ist. Diese Abbildung
erfiillt (9.18), da [0;, 9;] = 0. Wir setzen also

R(X,Y)o = VxVyo — VyVxo — Vixyo,  YX,Y € X(M), Yo € [(E).  (9.19)
Wir wollen nun R(X,Y)fo berechnen:
VxVy(fo) =Vx(Lyfo) + Vx(fVyo) = (LxLy [)o+ Ly fVxo+ Lx[Vyo+ fVxVyo
VyVx(fo) =Vy(Lxfo)+ Vy(fVxo) = (LyLx[)o+ Lx [Vyo+ Ly fVxo+ fVyVxo
Vixy)(fo) = (Lixy1flo+ [Vixyo.

Wir subtrahieren die zweite und dritte Identitdt von der ersten und wir finden, dass
R(X,Y)fo = fR(X,Y)o fir alle f € C*(M), wobei wir benutzt haben, dass die Re-
lation ﬁXﬁy — ,CY,CX = ﬁ[_}gy] nach " gllt

Definition 9.28. Es sei V € kA(FE). Die Kriitmmung von V ist das Tensorfeld
R € Mult(TM, TM; End(E)) = [(T*"M®* ® End(E)),  (X,Y,0) — R(X,Y)o,

die durch (9.19) definiert wird. Anders gesagt ist die Kriimmung R eine bilineare Abbildung
zwischen TM & T'M und dem Biindel der Endomorphismen End(F) = E*® F von E. A

Bemerkung 9.29. Die Kriimmung ist antisymmetrisch in der ersten zwei Argumenten
R(X,Y)o = —R(Y, X)o, VX, Y € X(M).

Also kénnen wir genauer sagen, dass die Kriimmung ein Schnitt des Biindels A?M @ End(F)
schreiben, wobei das Symbol A*M in Definition |7.4 eingefiihrt wurde. A

Definition 9.30. Eine kovariante Ableitung V € kA(E — M) heifit flach um p € M,
wenn R = 0 in einer Umgebung von p. Eine kovariante Ableitung heifit flach, wenn R =0
auf dem ganzen M. A
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Beispiel 9.31. Zeigen Sie, dass der Kegel K, := {(fsina cos p, @ sinasinp, 0 cosa) | (0, ) €
(0,00) x (R/27Z)} mit der kovarianten Ableitung V&= aus Aufgabe 12-3 flach ist. A

Aus der obigen Uberlegungen folgt das nichste wichtige Resultat.
Satz 9.32. Es sei V € kKA(FE) und p € M. Die folgende drei Eigenschaften sind dquivalent:
1. V ist flach um p;
2. es gibt einen V-parallelen Rahmen um p;
3. es gibt eine Trivialisierung x um p, sodass x " 'Vx = d (dquivalent zu wX = 0).

Proof. Wenn R = 0 in einer Umgebung von p ist, haben wir gesehen, dass ein paralleler
Rahmen konstruiert werden kann. Wenn nun ey, ..., e, ein paralleler Rahmen auf einer
Umgebung U von p ist, dann gilt

R(X, Y)ei = VXVyei — Vyvxei — V[X,y]ei = VXO — VYO —0=0.
Dass 2. und 3. dquivalent sind, ist schon bekannt. O

Folgerung 9.33. Es sei angenommen, dass es ein V-paralleler Rahmen auf U gibt. Es sei
v :[0,1] = U eine stiickweise glatte Kurve mit p’ := v(0) = v(1). Dann ist Py : Ty M —
Ty M die Identitit. Insbesondere wenn V ist flach um p dann gibt es eine Umgebung U
von p, sodass fir alle v : [0,1] — U mit p’ := v(0) = (1) die Eigenschaft P}, = idy M
qgilt.

Beweis. Dae; ist V-parallel, ist e;o7 auch P, (V)-parallel. Daher Pye;(p) = Plyei(7(0)) =
ei(7(1)) = ei(p). Da (e;(p)) eine Basis von E, ist und P/, linear ist, folgt die Aussage. [

Bemerkung 9.34. Der obige Beweis zeigt, dass die Existenz eines V-parallelen Rahmen
auf einer offenen Menge U das Verschwinden der Kriitmmung auf U impliziert (das heifit: V
ist flach auf U). Die Umkehrung gilt aber nicht, wie das Beispiel des Kegels verdeutlicht.
Das Hindernis zu der Existenz von parallelen Schnitten ist in diesem die Topologie des
Kegels, da die Kurve, die einmal um die Scheitel lduft, nicht zusammenziehbar ist. A

Wir haben somit gezeigt, dass R = 0 um p impliziert, dass die Parallelverschiebung
entlang abgeschlossenen Kurven um p die Identitét ist. Der néchste Satz, den wir nicht
beweisen, zeigt die Umkehrung und gibt somit noch eine dquivalente Bedingung zur Flach-
heit um p. Was der Satz intuitiv besagt ist, dass die Kriimmung ein Maf} fiir die infini-
tesimale Abhéngigkeit der Parallelverschiebung vom Weg ist. Man sollte diesen Satz mit
Satz vergleichen, wo die Lie-Klammer sich als ein Maf fiir die infinitesimale nicht-
Kommutativitat von zwei Fliissen bewiesen hat.

Satz 9.35. Es seien V € kKA(FE), einen Punkt p € M und zwei Tangentialvektoren u,v €
T,M gegeben. Es sei I : (—e,€)* = M, (z,y) — I'(z,y) eine glatte Abbildung, sodass
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I'0,0) = p und 9,I(0,0) = w und 9,I'(0,0) = v. Fiir alle Punkte (x,y) € (—€,€)* sei
Yy = Flceoxyy und 0z := Tlox(-cq- Dann

P&‘; . Pové : Pj -Ply-e=ec+ayR(u,v)e+ Acfr,y) € E, Y (z,y) € (—€,¢€)?,
wobei A, : (—e¢,€)*> — E, eine glatte Abbildung ist, sodass

Y Ac(z,y)
1m .
(z,y)—=(0,0) 22+ y?

O

Fiir explizite Berechnungen leiten wir nun die Darstellung der Kriimmung in einer
Trivialisierung her. Wir brauchen dafiir das duflere Differential von 1-Formen.

9.8 Das Auflere Differential von 1-Formen

Definition 9.36. Es sei a € Q!(M) eine 1-Form. Das duflere Differential daw € Q?(M) von
« ist definiert durch

da(X,)Y) = Lx(a(Y)) = Ly (a(X)) — a([X,Y]), VXY € X(M). A
Hilfsatz 9.37. Das dufiere Differential ist wohldefiniert und geniigt der Leibniz-Regel:
d(fa) =df Na+ fda, VfeO®(M), acQ(M).
Es seien o', ... 2™ Koordinaten auf U C M und o =Y ;" | adaz® € QY(U). Dann

Oa; Oy ;
da = Z (aig—aj]) Adz? = Zd&l/\dx

1<i<j<m

Auflerdem gilt
d(df) =0, VfeC®(M).

Schliefllich kommutiert fir alle F': L — M das Pull-Back mit dem dufleren Differential:
F*(da) = d(F*a) € Q*(L), Va e QYM).

Proof. Die Wohldefinitheit wird in Aufgabe 13-2 bewiesen. Wir zeigen die Koordinaten-
darstellungen:

da(9;, 0;) = 0i(a(0;)) — 0;(a(D)) — a([0;, 05]) = Dprj — Djcvi

= Zdak ® dxk(ﬁi, 8]) - dOék (%9 dxk(ﬁj, &)

k=1

== Z dOék VAN dxk(@, 8])
k=1
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Das Verschwinden des dufleren Differentials des Differentials einer Funktion, die Leibniz-
Regel und die Wirkung des Pull-Back diirfen nun in Koordinaten gepriift werden:

o 9 -
7 J —
d(df) = 2; (= et Ada? =0
nach dem Lemma von Schwarz;
d(fa) =Y d(fa) Adet =Y (akdf/\dxk + fdoy /\dx’“) —df Aa+ fda
k=1 k=1

nach der Leibniz-Regel fiir Funktionen;

F*(da) = Zm: F*doy, A Frda® = Zm: d(ag o F) Ad(z* o F) = d( (o 0 F)d(z* o F))

:d(

M= 11:

(o 0 F)dz* - dF)

k=1
=d(F*a)
nach ([7.2)), der Eigenschaft d(da* o F') = 0 und der Definition von Pull-Back. O

9.9 Die Darstellung der Kriimmung in einer Trivialisierung

Satz 9.38. Es sei V € kA(E) und x : Ey — U x R" eine Trivialisierung mit Matriz der
Zusammenhangsformen w. Wir definieren

Q:=yoRox '€l (A°M ® gl,(R)).

Es qilt die Identitdt
Q=dw+wAw,
deren Matrizelemente per Definition sind:
O = dwp + > wh Ay (9.20)
r=1
Wenn wir Koordinaten (x',...,2™) auf U C M haben, gilt Qf = ZKJ ijkdx Ada? auf
U, wobei

J4
Q'L]k - 82w]k lek + § : Wiy ]k - w]rwzk)

Wenn F : L — M eine glatte Abbildung ist, ist F*C) die Darstellung der Kriimmung in
der Trivialisierung Pr(x) fir die kovariante Ableitung Pr(V) auf dem Pull-Back Biindel
Pr(E).
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Beweis. Wir haben R(X,Y)e, = i Q4(X, Y )e, und

VxVye, = Z Vx(wﬁ(Y)eg) = Z ﬁx(wﬁ(Y))eg -+ UJ£(Y) ng(X)@r

(=1

=3 (Lxlwh)er+ D wh(X)wi(Y) )ee
(=1 r=1

h

VyVier = 3 (Lx(wh()er + iwf(X)w,C(Y))eg

(=1

h
Vicyier = ) willX, Y])es

(=1

Wir subtrahieren die zweite und dritte Gleichung von der ersten und finden ({9.20)).
Fiir die Aussage iiber die Kriimmung der Pull-Back kovariante Ableitung nehmen wir
das Pull-Back der 1-Formen in (9.20)):

FrQf = Frdwf + Y F (Wi Awp) = d(Frwp) + Y (Fw) A (Fw}),
r=1 r=1
wobei wir Hilfsatz benutzt haben. Nach Satz ist die rechte Seite die Darstellung
der Kriitmmung fiir die Pull-Back Ableitung. ]

9.10 Kovariante Ableitungen und algebraische Operationen

Wir haben im Abschnitt gesehen, wie wir durch algebraische Operationen neue Vek-
torbiindel aus alten konstruieren konnen. Wir sehen nun, dass, wenn die urspriinglichen
Vektorbiindel mit einer kovarianten Ableitung vorgesehen waren, die neuen Vektorbiindel
eine eindeutige neue kovariante Ableitung zulassen, die eine gewisse Vertriglichkeit mit
den alten besitzt.

Satz 9.39. Es sei V € kKA(FE). Es gibt eindeutig V* € kA(E*) mit der Eigenschaft

(V*7)(0) + 7(Vo) = d(7(0)), Vo* eT'(EY), o e T(E). (9.21)

Wenn w die Matriz der Zusammenhangsformen von N fiir eine Trivialisierung ist, ist —w?

die Matriz der Zusammenhangsformen von V* fir die duale Trivialisierung.

Beweis. Wir folgen dem gleichen Argument wie im Satz[9.15] Es sei eq, ..., e, ein Rahmen
fir £/ auf U und es sei e],...,e; der duale Rahmen. Es seien 7 = Zzzlgkez und 0 =
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S f¥ey. Schnitte von E* und E auf U. Dann

(V*7)(o) +7(Vo) = ) V*(g*ep) (o) +7(V frer)

E

=
Il
—

I
E

h h
((ag") /D7 g Ff ) + (@f)g" + 3 Al )
/=1 /=1
h

d(g* 4+ D e (W)F +wh).

k=1

b

=l
—

B
Il
—

Da 7(0) = Zle d(g* f*), sehen wir, dass w* = —w? gelten muss. Das zeigt die Eindeutig-
keit und (9.21).

Wir beweisen nun die Existenz. Fiir alle trivialisierende offene Menge U fiir E setzen wir
V*|u als die einzige kovariante Ableitung auf Ej;, die die Matrix der Zusammenhangsformen
—w! beziiglich des Rahmens e}, ..., e} besitzt. Die Existenz von V* auf E* ist bewiesen,
wenn wir zeigen, dass fiir jedes Paar von trivialisierenden offenen Mengen V*|; und V*|y
auf UNU iibereinstimmen. Das ist klar, weil die Einschrinkungen von beiden kovarianten
Ableitungen auf UNU der Formel geniigen und deswegen sind gleich nach der schon
bewiesenen Eindeutigkeit. ]

Bemerkung 9.40. Wenn wir die Koordinaten eines Schnittes 7 von E* in einer Triviali-
sierung als Zeilenvektoren F, statt Spaltenvektoren schreiben, dann

X oVi'r=dF, — F, - w,
wobei wir nun von rechts die Matrix der Zusammenhangsformen multiplizieren. A

Wir fithren nun die entsprechende Konstruktionen fiir die direkte Summe und das Ten-
sorprodukt. Wir lassen den Beweis aus denn der dhnlich zu dem Fall der dualen kovarianten
Ableitung ist.

Satz 9.41. Es seien Ey — M und Ey — M Vektorbiindel. Fiir alle V' € kA(E;, — M)
und V2 € kKA(Ey — M) gibt es eindeutig V® € kKA(E, ® Ey — M) mit der Eigenschaft
V(o1 ® a9) = (Vi) @ (V3ay), Vo, €T(E)), o9 € T(Ey). (9.22)

Wenn w; und wy die Matrizen der Zusammenhangsformen von V' und V? fiir gegebene
Trivialisierungen sind, ist wy B wq, siehe , die Matriz der Zusammenhangsformen von
V® fiir die entsprechende Trivialisierung. ]

Satz 9.42. Es seien By — M und Ey — M Vektorbiindel. Fiir alle V' € kA(FE; — M)
und V? € kA(Ey — M) gibt es eindeutig V® € kA(E; ® Ey — M) mit der Eigenschaft

V®(O'1 (24 0'2) = (V10'1> & 09 + 01 &® (V20'2), Val S F(El), 09 € P(EQ) (923)

Wenn wy und wy die Matrizen der Zusammenhangsformen von V' und V? fiir gegebene
Trivialisierungen sind, ist wy Q idgn 4 idgr @ wo die Matriz der Zusammenhangsformen von
V¢ fiir die entsprechende Trivialisierung. ]
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Bemerkung 9.43. Es seien V! € kA(E;) und V? € kA(E;). Wir bekommen dann aus
Satz [0.39 Bemerkung und Satz die kovariante Ableitung V¥ € kA(E; ® Ey) =
kA (Hom(E4, Ey)). Wenn wir die Koordinaten eines Schnittes o von Hom(E}, Ey) durch
eine Matrix F,, mit ho Zeilen und h; spalten darstellen, dann ist

YOV®o =dF, +wy - Fy — F, - w,
wobei - die Matrixmultiplikation darstellt. In dem speziellen Fall £y = E = F,, dann ist

XV = dF, + |w, F,], w, Fy] i=w-F, — F, - w. (9.24)
A

Wir kénnen die Dual- und Tensorprodukt kovariante Ableitung, um eine eindeutige ko-
variante Ableitung auf allen zu E assoziierten Tensorbiindeln E*), welche auch vertriglich
mit der Kontraktion von Tensoren ist.

Satz 9.44. Es sei V € kA(FE). Fir jedes Paar natiirlicher Zahlen (r,s) gibt es eindeutig
eine kovariante Ableitung V = V) € kKA(E™*)) mit der Eigenschaften

(a) Vf=df. ¥V feTl(BEOY)=Cx(M);

(b) VO st die gegebene kovariante Ableitung in kA(E);

(c) V(oy ® 0y) = (Vo) ® 09 + 01 @ (Vos), Vo, € D(EMF)) gy € T(Eh2k2))
(d) firi=1,....,rund j=1,...,s gilt C}(Vo) = V(Cjo), Vo e T(BEMR),

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Nach Eigenschaft (b), (¢) und Satz ist es
genug zu zeigen, dass V(%1 eindeutig bestimmt ist. Wir behaupten, dass V() = (V(10))*
die kovariante Ableitung aus Satz [0.39} Es reicht daher (9:21)) fiir V(Y zu beweisen:

(V(O’I)T)(U) +7(Vo) = C} ((V(O’l)T) ® 0') +Ci(tr® Vo) =0} ((V(O’I)T) Ro+7T® VU)
=C] (V(l’l)(T ® J))
=Vv®Ocl(r®o)
= d(7(0)),

wobei wir die Eigenschaft (c¢), (d) und (a) benutzt haben.

Wir zeigen nun die Existenz. Wir definieren V(9 :=d, V(1.9 := ¥ und VOV .= v*.
Die kovariante Ableitung V) kann nun aus Satz auf induktiver Weise konstruiert
werden. Die so entstandenen kovarianten Ableitungen geniigen (a), (b) und (c). Wir miissen

noch (d) zeigen. Nach Linearitit ist es genug ein unzerlegbares Tensorfeld o = a® /3, wobei
a € T(ET) und 8 € T'(E®*) zu nehmen. Wir setzen

3. oh A ok j
fi=&% b, a=@5d
i#h! e
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und berechnen mit Hilfe von (c) und (a):
V(@ B)) = ay(8)((Va) © B + & ® (VA)) + ((Vay)(8) + 0,(V8))a @ B
= ;(B)V (6 ® B) +d(a;(8) -6 @ B
= V(ay(8) 69 5) = V(Cila® ) =

9.11 Kovariante Ableitungen auf dem Tangentialbiindel

Fiir die (pseudo)-Riemannsche Geometrie wird der Fall von kovarianten Ableitungen auf
E = TM von zentraler Bedeutung sein. Also wollen wir wissen, wie wir Vektorfelder
ableiten konnen. In diesem Fall kann V € kA(T'M) als bilineare Abbildung V : X(M) x
X(M) — X(M) nach Bemerkung [9.2| erfasst werden. Wir kennen aber schon eine bilineare
Abbildung auf X(M), die Lie-Klammer [-,-] : X(M) x X(M) — X(M). Wir wollen nun
V und [+, ] vergleichen. Da [-, -] antisymmetrisch ist, ist es sinnvoll zu versuchen, die Lie-
Klammer mit der Antisymmetrisierung von V in Verbindung zu setzen.

Satz 9.45. Fir alle V € kA(T'M) ist die Differenz
TV X(M) x X(M) — X(M), 7(X,Y) = VxY —VyX — [X,Y] (9.25)
eine C°(M)-bilineare antisymmetrische Abbildung.

Beweis. Nachrechnen. O]

Definition 9.46. Wir nennen das Tensorfeld 7V € T(A2M @ TM) C T(T? M), das nach
Satz (6.78) aus der Formel (9.25)) entsteht, die Torsion der kovarianten Ableitung V. Eine
kovariante Ableitung heiffit symmetrisch, wenn 7 = 0. A

Der néchste Satz begriindet das Adjektiv 'symmetrisch’.

Satz 9.47. FEine kovariante Ableitung V € KA(TM) ist symmetrisch genau dann, wenn
fiir alle Karten (U, p) und den dazu gehorigen Rahmen Oy, ..., 0y, die Christoffel-Symbole
wr., die durch V,0; =Y 1" w0y, definiert sind (siche Bemerkung , symmetrisch in

i j
den Indizes i und j sind:

E .k .. .
Wi = Wy Vi,j,k=1,....,m.

Beweis. Da 7 ein Tensorfeld ist, haben wir
T|U:0 <~ T(ai,aj):Q Vi, jg=1,...,m.
Da [0;, 0;] = 0 haben wir nach der Definition der Christoffel-Symbole

m

7(0;,0;) = V,0; — V,0; = Z (wfﬂ - wﬂk@) O

k=1

Also 7|y = 0 genau dann, wenn wfj — wﬁ fiir alle 7, 7, k. ]
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Satz 9.48. Fs sei V € KA(T'M) eine symmetrische kovariante Ableitung, welche flach um
einen Punkt p € M ist. Dann existiert eine Karte (U, @) um p, sodass Oy,...,0n einen
parallelen Rahmen bilden. Also ist ¥V beziglich der Trivialisierung o, : TM|y — U x R™
durch das differential d gegeben. Das heifit:

VX =) X'0,€X(U), VX=) dX'®0d.
i=1 i=1
Proof. Da V flach um p ist, wissen wir nach Satz|9.32] dass es einen Parallelen Rahmen
X1,...,X,, von Vektorfelder um p existiert. Da 7 = 0 ist, wissen wir, dass
[Xi,Xj] - VXin - VXin = 0 - 0 - 0
Nach Satz existiert eine Karte (U, ¢) um p, sodass 0; = X;. ]

10 Skalarprodukte auf Vektorbiindeln

10.1 Linearalgebra

Definition 10.1. Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine symmetrische,
positiv definite Bilinearform g : V' x V' — R. Das heifit:

(a) g ist bilinear;

(b) g(u,v) = g(v,u) fur alle u,v € V;

(c) g(v,v) >0 fiir alle v € V'\ {0}. A
Wir schreiben STV* fiir die Menge der Skalarprodukte auf V.

Bemerkung 10.2. Die erste zwei Eigenschaften sagen, dass ¢ € S*V* C V* @ V* ist.
Die dritte Eigenschaft impliziert, dass g nicht ausgeartet ist. Das heifit, dass die lineare
Abbildung

b:V = V¥, (bu)(v) = g(u,v), YoeV

ein Isomorphismus ist. Wir schreiben f : V* — V fiir die Umkehrabbildung von b. A

Beispiel 10.3. Fiir jedes Skalarprodukt g auf R™ gibt es eindeutig eine symmetrische und
positiv definite Matrix G € gl,,(R), sodass

g(u,v) =u" -G v, Vu,veV

Das euklidische Skalarprodukt ge. ist assoziiert zu der Identitdtsmatrix

h
Geuk (U, v) = ul v = z:uZ St
i=1
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Wenn e, ..., e, eine Basis fiir V und e!, ..., e" die duale Basis auf V* sind, haben wir
n
; ‘
9= E gije' @ €, 9i; = gl(ei, €;).
t,j=1

Wir definieren die symmetrische, positiv definite Matrix G := (g;;) € gl,(R)), wobei i
die Zeile und j die Spalte des Matrixelements bezeichnet. Wenn K : V' — R"™ die lineare
Abbildung, die die Koordinaten in der Basis ey, ..., e, gibt, dann kénnen wir g(u,v) als
Matrixprodukt schreiben:

glu,v) = (K -u)" - G- (K -v), Vu,velV.

Also gilt K*gg = g.
Die Darstellung von b : V' — V* in den Basen (e;) und (e) ist genau durch die Matrix

G gegeben:
(O ve) =30 (D viau)e
=1 1 =1

j:
Daher ist G invertierbar und die inverse Matrix G~ = (¢¥) stellt die Umkehrabbildung #
dar: . . .
3 0se) = 32 (L e e
j=1 =1 j=1

Wir untersuchen zuletzt die Wirkung von linearen Abbildungen F' : V; — V5 auf
Skalarprodukten. Wenn gy ein Skalarprodukt auf V5 ist, ist dann F™* g, definiert als

F*92<U1,’U1) = QQ(F : Ul,F : U1>7 vulavl € ‘/1

eine symmetrische Bilinearform auf V;. Es ist unmittelbar zu sehen, dass F*g, ein Skalar-
produkt auf V] ist, genau dann, wenn F' injektiv ist.

Nach dieser kurzen Wiederholung der Linearalgebra sind wir bereit, Skalarprodukte auf
Vektorbiindel einzufiihren.

10.2 Definition und Existenz

Definition 10.4. Ein Skalarprodukt auf einem Vektorbiindel £ — M ist ein glatter
Schnitt von S?2E*, sodass

gple,e) >0, Vpe M, ec E,\{0,}. (10.1)

Wir schreiben 8% E* fiir die Menge der Skalarprodukte auf E. Wir nennen ein Skalarprodukt
auf T'"M eine Riemannsche Metrik auf M. A
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Auf dem trivialen Biindel M x R" — M lisst sich das Skalarprodukt geu definieren,
welches euklidisch auf jeder Faser ist. Allgemeiner stehen die Skalarprodukte g auf M x R"
mit den glatten Funktionen §: M — Sym?* ((R")*) in Bijektion:

h
9((p.v1), (p,v2)) = Gp(v1,02) = Z; Vpe M, vy, v, €R".
ij=1
Bemerkung 10.5. Die Menge Sym? ((R")*) ist eine offene Teilmenge des Vektorraums
Sym?((R")*) und somit eine Mannigfaltigkeit. Es ergibt Sinn also, iiber glatte Funktionen
mit Werten in diesem Raum zu sprechen. A

Wenn F': E; — F5 ein Biindelhomomorphismus ist, konnen wir fiir alle Skalarprodukte
go auf Fy ein Element F*g, € T'(S*E7}) gewinnen. Dieses Element ist ein Skalarprodukt
auf E; genau dann, wenn F' faserweise injektiv ist.

Wir zeigen nun, wie ein Skalarprodukt auf jedem Vektorbiindel konstruiert werden
kann. In dem Beweis spielt eine zentrale Rolle die Tatsache, dass Skalarprodukte positiv
definit sind. Solcher Beweis kann nicht, zum Beispiel, zum Fall der Pseudoskalarprodukte
mit gegebener Signatur iibertragen werden.

Satz 10.6. Jedes Vektorbiindel lisst ein Skalarprodukt zu.

Beweis. Es sei x : Eyy — U x R" eine Trivialisierung. Wir setzen ¢V := x*geuc. Da x ein
Biindelisomorphismus ist, ist ¢V ein Skalarprodukt auf Ey.

Es sei nun {U,;};cr eine Uberdeckung von M, die aus trivialisierenden offenen Mengen
besteht. Es sei {p; }ier cine Zerlegung der Eins beziiglich dieser Uberdeckung. Dann

gi=>Y pg" € SE
i€l
und wir miissen nun ([10.1)) iiberpriifen. Es sei p € M. Dann existiert eine endliche nichtleere

Teilmenge I’ C I, sodass p;(p) > 0 genau dann, wenn i € I’. In diesem Fall ist p € U; und
fiir alle e € E, \ {0,} ist g%(e, e) > 0. Daher

gle.e) =Y pilp)gli(e,e) > 0. O
iel’
Satz 10.7. Ein Skalarprodukt g auf E liefert Biindelisomorphismen b : E — E* und
t: E* — E idiber M.

Beweis. Es sei y eine Trivialisierung fiir £ auf U und x* die duale Trivialisierung. Es sei
G = (gi5) : U = GL,(R) die glatte Matrixfunktion, die g beziiglich x darstellt. Dann:

X" obox ' (p,v) = (p,G(p) -v),  V(pv) €U XR"
Daher ist b glatt und ein faserweise Isomorphismus. Es folgt, dass b (und deshalb £) ein
Biindelisomorphismus ist. O

Folgerung 10.8. FEine Riemannsche Metrik liefert einen C°°(M)-Isomorphismus
b X(M) — QY(M)
zwischen Vektorfelder und 1-Formen auf M. [
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Notation

N={0,1,...}.

o N, ={1,2,...}.

e R, = (0,400).

e K der Korper R oder C.

e gl (K) K-Algebra der n x n-Matrizen mit Koeffizienten in K.
e GL,(K) Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen.

e Sym, (R) Vektorraum der reellen symmetrischen Matrizen.

o Alt,(R) Vektorraum der reellen antisymmetrischen Matrizen.
e Sym,, (C) Vektorraum der komplexen hermitischen Matrizen.
e Alt,(C) Vektorraum der komplexen antihermitischen Matrizen.
e X(M) Raum der Vektorfelder auf M.

e Ol Kontraktion von Tensoren.

o V(R — (V)®k g R,

e ['(F) Raum der glatten Schnitte eines Vektorbiindels £ — M.
e Pp(FE) Pull-Back vom Biindel E — N beziiglich F': M — N.

e F* Pull-Back beziiglich F': M — N von kovarianten oder (unter zusitzlichen Bedin-
gungen) kontravarianten Tensoren von N nach M.

e kA(FE) Raum der kovarianten Ableitung auf dem Biindel E.

o P : T yM — T, M Parallelverschiebung entlang  von Zeit s bis Zeit .
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